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Вступ 

 

Дані методичні вказівки призначено для здобувачів ступеня бакалавра 

спеціальності 113 «Прикладна математика», які вивчають дисципліну  

«Математичний аналіз», зокрема,  розділ «Похідна та її застосовування». Вони 

також можуть бути рекомендовані для студентів перших курсів технічних 

закладів вищої освіти всіх форм навчання та науково-педагогічних працівників, 

які викладають курс вищої математики, зокрема, у дистанційному форматі.  

Мета даної методичної розробки надати студентам істотну допомогу при 

вивченні розділу «Похідна та її застосування». Структура цієї роботи 

складається з теоретичного матеріалу, розібраних прикладів та індивідуальних 

завдань за розглянутими темами.  Всі теоретичні викладки містять ретельні 

пояснення, доведення та супроводжуються характерними прикладами. 

Методичні вказівки містять велику кількість розібраних задач.  

Весь матеріал розбитий на параграфи, кожен з яких присвячений окремій 

темі. Кожна тема містить у найбільш доступній формі відомості з теорії, 

вказівки до розв’язання задач відповідно типу, розібрані контрольні приклади, а 

також наведені завдання з відповідями для самостійної роботи студентів. 

Особливу увагу приділено дослідженню функцій та застосуванню похідної до 

розв’язання прикладних задач. З кожної теми є індивідуальні завдання для 

перевірки успішності. Тому ці методичні рекомендації дуже зручно 

використовувати у випадку дистанційної роботи.  Методичні вказівки 

підготовлені з метою підвищення якості навчання студентів. 
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1. Похідна функції 

1.1. Визначення похідної 

Нехай на проміжку (а; b) визначена деяка функція y = f(x). Візьмемо будь-

яке значення x з цього проміжку і надамо йому приросту Δx. Різниця                 

Δy= f(x +Δ x) - f(x) називається приростом функції в точці x. 

Похідною функції y = f(x) в точці x називається границя, якщо вона існує, 

відношення приросту функції  Δy до приросту аргументу Δx, коли останній 

прямує до нуля, тобто 
x

xfxxf
y

x 

−+
=

→

)()(
lim

0

. Функція, яка має  

скінченну похідну в точці x, називається диференційованою у цій точці. 

Обчислення похідної називають диференціюванням.  

Похідну позначають: 
dx

df

dx

dy
xfy ;);(;  . 

 

1.2. Основні правила диференціювання 

Припустимо, що )();( xvvxuu ==  та )(xww = - диференційовані 

функції, залежні від x,  с – стала. Тоді: 

0)( =с ;                                                                            (1) 

vuvu = )( ;                                                             (2) 

uvvuvu += )( ;                                                           (3) 

2
)(

v

vuvu

v

u −
= ;                                                            (4а) 

2
)(

v

vc

v

c 
−= ;                                                                  (4б) 

c

u

c

u 
=)( ;                                                                       (4в) 

uvwuwvvwuwvu ++= )( ;                                  (5) 

uccu =)( .                                                                      (6) 

 

1.3. Формули диференціювання основних елементарних функцій (таблиця 

похідних) 

n
xy = , 

1−
= n

nxy ; (7) 

xy = , 

x
y

2

1
= ; 

(8) 
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xy alog= , 

ax
y

ln

1
= ; 

(9) 

xy ln=  

x
y

1
=  

(10) 

x
ay =  aay

x
ln=  (11) 

x
ey =  

x
ey =  (12) 

xy sin=  xy cos=  (13) 

xy cos=  xy sin−=  (14) 

tgxy =  

x
y

2
cos

1
=  

(15) 

ctgxy =  

x
y

2
sin

1
−=  

(16) 

xy arcsin=  

2
1

1

x
y

−
=  

(17) 

xy arccos=  

2
1

1

x
y

−
−=  

(18) 

arctgxy =  

2
1

1

x
y

+
=  

(19) 

arcctgxy =  

2
1

1

x
y

+
−=  

(20) 

shxy =  chxy =  (21) 

chxy =  shxy =  (22) 

thxy =  

xch
y

2

1
=  

(23) 

cthxy =  

xsh
y

2

1
−=  

(24) 

   

Розглянемо приклади знаходження похідних, використовуючи формули 

(1) - (24). 

Приклад 1.  

3510
45

−+= xxy . 

Розв’язання. 

За допомогою формул (2), (1), (6), (7) одержимо:  
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)3510(
45 −+= xxy = =−+ )3)5()10(

45
xx =−+ 3)(5)(10

45
xx

=−+= 045510
34

xx
34

2050 xx + . 

Приклад 2.  

3 23

34

xx
y −= . 

Розв’язання. 

Пам’ятаючи, що 
n

n
a

a

−
=

1
  та  n

m

n m
aa = , одержимо:  

1
3

2

133

2

3

3 23
)

3

2
(3)3(4)34()

34
(

−−
−−

−
−

−−−=−=−= xxxx
xx

y = 

3 54
3

5

4 212
212

xx
xx +−=+−

−
−

. Дані похідні можна було полічити за формули 

(4а). Пропонуємо це зробити  самостійно. 

Приклад 3.  

arctgxxy = ln . 

Розв’язання. 

Використовуючи формули (3), (10), (19) одержимо: 

2
1

1
ln

1
)(ln)(ln)(ln

x
xarctgx

x
arctgxxarctgxxarctgxxy

+
+=+== . 

Приклад 4.  

x

x
y

3

sin
= . 

Розв’язання. 

За формулами (4), (13), (11): 

x

xx

x

xx

x

xxxxx
y

22
3

sin3ln33cos

)3(

sin)3(3)(sin

3

sin −
=

−
=











= . 

Приклад 5.  

Знайти )0(y , якщо tgxey
x

= . 

Розв’язання. 

За формулами (3), (12), (15): =+== )()()( tgxetgxetgxey
xxx

 

.1
1

1
01

0cos

1
0)0(;

cos

1
2

00

2
=+=+=+= etgey

x
etgxe

xx
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Завдання 

Знайти похідні функцій: 

1. 
52

3 xxy −+= ; 

2. 
5 41

5 x
x

xy −+= ; 

3. 
5

sin

cos

2 x

x
y −= ; 

4. xy
x

arccos10= ; 

5. 
3 2

sin

x

x
y = ; 

6. xxy
x

lncos3 −= ; 

7. 
2

2
4

5

−

+
=

x

x
y ; 

8. 
x

x

x
y

3
6

+
= ; 

9. 
arcctgx

arctgx
y = ; 

10. xey
x

arcsin= . 

 

 

Обчислити: 

11. )
2

1
(y , якщо 

x

x
y

4log

arccos
= ; 

12. )0(y , якщо 
x

exy = sin ; 

13. )1(y , якщо 
x

xe
y

x
+

=
1

; 

14. )1(y , якщо 
x

xx
y

22
3

+−
= ; 

15. )1(y , якщо 
x

xxy
2

ln
3

−= ; 

16. )1(−y , якщо 
x

x
x

x
y

1
3

1
5

++
+

= ; 

17. )0(y , якщо 
x

x
y

−
=

1

2
; 
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18. )3(y , якщо 
16

94
2

+

+
=

x

x
y ; 

19. )(y , якщо )2(sin xxey
x

+= ; 

20.  )1(y , якщо 52ln xxy
x

−+= ; 

21.  )(y , якщо xxxy sin)ln(3 += ; 

22.  )(ey , якщо 
x

x
y

x

ln

6
6

+
= ; 

23.  )(y , якщо 
x

x
y

x

cos

ln2 +
= ; 

24.  )
2

1
(y , якщо 

x

x
y

arcsin

arccos
= ; 

25.  )
4

(


y , якщо xctgxy ln= . 

 

Відповіді 

1. 
4

52 xxy −= ;    

2. 
55

4

2

1
5

xxx
y −−= ;   

3. 
5

cos

cos

2 x

x

tgx
y −= ; 

4.
2

1

10
arccos10ln10

x
xy

x
x

−
−= ;  

5. 
3 23

3

3 2

3

sin2cos33

sin2
cos

xx

xxx

xx

x

x
xx

y
−

=

−

= ;  

6. 
x

x
xxy

x cos
lnsin3ln3 −+= ;    

7. 
24

53

)2(

)810(

−

−−
=

x

xxx
y ; 

8. 
26

56

)3(2

)3ln36(2)3(
x

xx

xx

xxx
y

+

+−+
= ;    
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9. 
xarcctgx

arctgxarcctgx
y

22
)1( +

+
= ; 

10. 
2

2

1

)1arcsin1(

x

xxe
y

x

−

+−
= ;  

11. 
2ln3

2ln3
)

2

1
(,

log4ln1

arccos1log4ln

2
4

2

2
4 −

=
−

−+
−= y

xxx

xxxx
y ; 

12. ;1)0(),sin(cos =+= yxxey
x

    

13. 
2

13
)1(,

2

12
2

−
=

−+
=

e
y

xx

xeex
y

xx

; 

14. 0)1(,
2

)1(2
2

3

=
−

= y
x

x
y ;  

 15. ;3)1(,
2

)1ln3(
2

2
=++= y

x
xxy                     

16. 3)1(;3
)12(2

2

5

−=−+
−

= y
x

x
y ;   

17. 2)0(,
)1(

2
2

=
−

= y
x

y ;                                   

18. 
7

22
)3(;

)16(

)3292(2
22

2

−=
−

++
−= y

x

xx
y ;   

19. );1
1

()(),
1

sin(cos −


+
=

+
++= 

ey
x

x
xxey

x
 

20. ;2ln2
5

4
)1(,

5

1
2ln2

1

5 4
+=−+= y

xx
y

x
 

21. ;2ln2
5

4
)1(,sin)

1

3

1
(

3 2
+=+= yx

xx
y  

22. ;
5)16ln(6

)(,
ln

6ln)66ln6(
6

2

65

e

ee
ey

xx

xxxx
y

exx
+−

=
−−+

=  

23. );
1

2ln2()(,
cos

sin)ln2(cos)
1

2ln2(

2 
+−=

+++

= 
y

x

xxx
xy

xx
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24. ;
312

)
2

1
(,

arcsin1

arccosarcsin

22 
−=

−

+
−= y

xx

xx
y  

25. .
4

ln2
4

)
4

(,
sin

ln
2


−


−=


−−= y

x

x

x

ctgx
y  

 

1.4. Похідна складної функції 

Якщо функція y = f(u) має похідну в точці u, а функція u = g(x) – в точці x, 

то складна функція y = f(g(x)) диференційована в точці x, причому  

)()( xgufy =  або 
dx

du

du

dy

dx

dy
=                                   (25) 

Іншими словами, похідна складної функції y = f(g(x)) дорівнює добутку 

похідної від зовнішньої функції f, взятої по внутрішньому аргументу u, і 

похідної від внутрішньої функції g, взятої по незалежній змінній x. 

Використовуючи правило диференціювання складної функції, знайти 

похідні функцій. 

Приклад 1.  
85

)43( += xy . 

Розв’язання. 

Зовнішня функція – степенева, тобто, спочатку використовуємо формулу 

(7), а потім формулу (2) і отримаємо: 
7544755185

)43(12015)43(8)43()43(8 +=+=++= −
xxxxxxy . 

Приклад 2.  

xy
4

cos= . 

Розв’язання. 

Зовнішня функція – степенева, внутрішня – тригонометрична, тобто 

використовуємо формули (7) та (14) і отримаємо: 

xxxxxxxy sincos4)sin(cos4)(coscos4)(cos
3334

−=−=== . 

Приклад 3.  

3arcsin
5

++= xxy . 

Розв’язання. 

Використовуємо формули (8), (2), (7), (17), (1) і отримаємо: 

)3arcsin(
3arcsin2

1
)3arcsin(

5

5

5 ++
++

=++= xx
xx

xxy = 

= )
1

1
5(

3arcsin2

1

2

4

5
x

x
xx −

+
++

. 

Приклад 4.  
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xtgx
ey

sin
5 = . 

Розв’язання. 

Використовуємо формули (3), (11), (15), (12), (13) і отримаємо: 

).cos
cos

1
5(ln5

cos5
cos

1
5ln5)(sin5

)(5ln5)(5)5()5(

2

sin

sinsin

2

sin

sinsinsinsin

x
x

e

xee
x

xe

etgxeeey

xtgx

xtgxxtgxxtgx

xtgxxtgxxtgxxtgx

+=

=+=+

+=+==

 

Приклад 5.  

x

ctgx
y

4
3log

= . 

 

Розв’язання. 

Використовуємо формули (4), (8), 16), (7), (9): 

=

−−

=
−

==

24
3

3
3

4
32

24
3

4
3

4
3

4
3

)(log

)
3ln

1
log4(log)

sin

1
(

2

1

)(log

)(loglog)(
)

log
(

x

x
xctgxx

xctgx

x

xctgxxctgx

x

ctgx
y

 

x

x

ctgx

xctgx

x

x

x

ctgx

xctgx

x
x

5
3

2
3

8
3

2
33

3

log

3ln

4

sin2

log

log

)
3ln

4

sin2

log
(log +

−=

+−

= . 

Приклад 6.  

)15(ln
324

−+=
x

exarcctgy . 

Розв’язання. 

Використовуємо формули (7), (10), (20), (8), (2), (7), (12), (1) і отримаємо: 

))15((ln
324 −+= x

exarcctgy = −+ )15(ln4
323 x

exarcctg  

).310(
152

1
)

)15(1

1
(

15

1 3

3223232

x

xxx
ex

exexexarcctg
+

−+−++
−

−+


 
Приклад 7.  

)4(

3sin
2

25

tgx
ch

x
y = . 

Розв’язання. 
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Використовуємо формули (4), (7), (13), (6), (7), (7), (22), (11), (15) і 

отримаємо: 

=
−

==
22

252225

2

25

))4((

3sin))4(()4()3(sin
)

)4(

3sin
(

tgx

tgxtgx

tgx
ch

xchchx

ch

x
y  

 

=

−

=
)4(

cos

3sin
4ln4)4()4(2)4(233cos3sin5

4

2

25
2224

tgx

tgxtgxtgxtgx

ch

x

x
shchchxxx

 

 

)4(

)
cos

3sin
4ln4)4()4(3cos3sin15(2

3

2

25
224

tgx

tgxtgxtgx

ch

x

x
shchxxx −

= . 

 

Завдання 

Знайти похідні функцій: 

26. 
x

exxy
4sin324

3

)1( ++−= ; 

27. 
3

sin
2

10
lg

6 x

x

x
y −

+

−
= ; 

28. 
x

xtgxxxy
3cos67 63 23

72174 +++−= ; 

29. 
xtg

xtgxy
35

4)(sin3cos += ; 

30. 
x

x
y

2
sin

3

6
log

7
2 

−
= ; 

31. 
2

54
2ln12

xx
exy

−
+= ; 

32. 
46

3

)53(

4

+
=

x

xctg
y ; 

33. )(sin)
3

(
264 x

e
x

xy
−

−= ; 

34. 
xx

xctgey
545 2

54 ++= ; 

35. 
x

ex
x

y
63

3

2
8

4cos −
+= ; 

36. 
2

10
2

cos)34(
43 2 x

x
xy ++= ; 

37. xxtgey
x

++= 22
4sin

; 
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38. 
xx

y 2)
3

1
(sin

3


−
= ; 

39. )23(sin2
45 74ln

xxy
x

++= ; 

40. 
3

1
ln2

6/ x
y

x −
=


; 

41. )123(sin
322

+−+=
−

xxxey
x

; 

42. 
3252

sin)3
3

(ln xx
x

y
x

−+= ; 

 

43. 
32ln

)6(
4

xx
ey −= ; 

44. 
x

x
y

x

2

2/

cos

3ln2 +
= ; 

45. )
2

3
(ln

3 222
x

x
tgy += ; 

46. 
2

2

3
)

1
)(sin(ln

x

x
xy

+
+= ; 

47. )
3

5
2(ln

2
233 x

xtgxey
x

++=
−

; 

48. 
232

)sin( xxtgy += ; 

49. 
33

1

)sincos2( xxy x
tg

++= ; 

50. )2ln(
5323

xxxey
x

−+= . 

 

Відповіді 

26. xxexxxxy
x

4cos4sin12)12()1(6
24sin2224

3

+−+−= ; 

27. 
3

cos
3

sin2
10ln)2)(10(

12 5 xx

xx
y −

+−
−= ; 

28. x
x

xtgx

x

xtg

xx

xx
y

x
3sin7ln73

2cos

212

7

26

)174(3

)76(2 3cos

2

57 6

7

6

3 223
−++

+−

−
= ; 

29. 
xx

xx
xxtgxy

xtg

3cos

4ln43

)(sincos

cos3cos
)3(sin3cos3sin15

2

2

2

5
4 

++−= ; 
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30. 
2

6
2

7 2
cos

2
sin

3

6
log14

2ln)6(

2
sin

x

xx

x

x

xy

−

−
−

= ; 

31. 
2

5
34

10
2ln124

2

2ln12ln12 x
xx

xe
x

x

x

x
y

−
−


+= ; 

32. 
xx

xxctgxxxctg
y

4sin)53(

)4sin418159(44
256

2562

+

++−
= ; 

33. )cos()(sin)
3

(12)(sin)
3

4(
2254226

2

3 xxxx
ee

x
xee

x
xy

−−−−
−−+= ; 

34. +
+

−
+

= ln5
5sin

5420

)4(5

52 5

2

35 2

5 42

42
x

x

x

x

x

xctge

e

xctge
y ; 

35. 
x

x

ex
x

e
xxy

63

3 2

6
2

26
43

2
4sin4cos

2

3 −
−

−+−= ; 

36. 10ln102

)
2

sin()
2

(cos)34(8

343

)
2

(cos2
2

2

33 2

3

4

x
x

xx
x

x

xy
x

+

+

+
+

= ; 

37. 
xxx

xtge
xtgxey

x
x

+
++=

24

1

2cos

28
2cos

2

3sin
4sin

; 

38. ))
3

1
cos(

2

2ln
)

3

1
)(sin(

3

1
(sin2

2 x

x

xx
y

x −
−

−−
= ; 

39. ))23cos(8)23sin(
5

7
)(23(sin

2ln2 5 75 23
4ln

xxxxx
x

y
x

+++++= ; 

40. )
1

3

3

1
ln

2ln
(

3

1
ln2

2

5/

x

x

x

x
y

x

−
+

−−
−=


; 

41. 1223sin2
122

23
6sin3(

32

3

2
2

+−−−
+−

−
+= −

xxx
xx

x
xey

x
; 

42. )3
3

(ln2sin3sin)
5

1
3ln3

3
ln

2
( 523232

5 4
x

x
xxx

x

x

x
y

xx
−++−+= ; 

43. )
6ln26

()6(6
2

ln
22ln

4
4

x
x

xx
e

x
ey −−= ; 
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44. 
x

xx
xy

x
x

3

2/
2/

cos

)3ln2(2sin2cos)
1

2

2ln2
( +++

= ; 

45. 

















+

+

+

=
3

23 22

3 22

3

2

2

3
cos

2

3
3

2

3

)
2

3
ln(2

xx

x
tg

x
x

tg

x
x

tg

y ; 

46. )
2ln)cos(ln3

()
1

)(sin(ln2
3

23

2

3

x

x

x

xx

x

x
xy

+
−

+
+= ; 

47. )
3

10

2cos

2
ln

6
()

3

5
2(ln3

2

223
2

233
x

x
x

x
e

x
xtgxey

xx
+++++−= −−

; 

48. )cos3
cos

()sin(2
32

2

32
xx

xx

xtg
xxtgy ++= ; 

49. 

















+−−













++=

x

x
xx

x
x

xxy
x

tg

x
tg

sin2

cos
cossin3

1
cos

2ln2
sincos23

2

22

12

3

1

; 

50. )
2ln5

3

1
22ln333(

4

3 2

5323

x

x

x
xxxxey

x
−++−+= ; 

 

1.5. Похідна оберненої функції 

Нехай )(xfy =  і )( ygx =  - пара взаємно обернених функцій. Якщо 

функція )(xfy =  строго монотонна на інтервалі (a,b) і має відмінну від нуля 

похідну )(xf   у довільній точці цього інтервалу, то існує обернена функція 

)( ygx = , яка також має похідну )( yg  , причому  

)
1

(,
)(

1
)(

y
x

x
y

xf
yg


=


= .                                     (26) 

Приклад 1.  

Знайти похідну xy  , якщо 
25

3yyx −= . 

Розв’язання. 

yyx y 65
4

−= . Згідно з формулою (26) 
yy

yx
65

1
4

−
= . 

Приклад 2.  
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Знайти похідну xy  , якщо yyyx sinln += . 

Розв’язання.   

yyyyyyyx yyy cos1lncos)(lnln ++=++= .     

yy
yx

cos1ln

1

++
= . 

Завдання 

51. 1
45

−−= yyx ;             

52. 
y

ex
sin

= ;             

53. yyx
33

cossin += ; 

54. yyarctgx arcsin)3( +−= ;                    

55. yyx
y

5105
3cos

++= . 

Відповіді 

51. 

1

2
5

1

4

3
4

−
−

=

y

y
y

yx ; 

52. 
ye

y
yx

cos

1
sin

= ; 

53. 
)cos(sin2sin3

2

yyy
yx

−
= ; 

54. 

22
1

1

)3(1

1

1

yy

yx

−
+

−−

= ; 

55. 

yy

y
y

y
y

x

5102

530
5ln)sin(5

1

3

2
cos

+

+
+−

= . 

 

1.6. Диференціювання неявної функції 

Нехай функція )(xy  задана рівнянням 0),( =yxF , не розв’язаним 

відносно залежної змінної y . Щоб знайти похідну y , потрібно 

продиференціювати обидві частини рівняння 0),( =yxF  по x , пам’ятаючи 

при цьому, що y  є функцією змінної x . Одержане рівняння розв’язати 
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відносно y . Таким чином, похідну знаходимо з умови 0),( =yxF
dx

d
. 

Похідна неявної функції виражається через незалежну змінну x  і саму функцію 
y . 

Приклад 1.  

Знайти похідну xy  , якщо 25
52

=+ yx . 

Розв’язання.   

Продифереціюємо по x  обидві частини рівняння 25
52

=+ yx  і 

отримаємо: 
4

4

5

2
052

y

x
yyyx −==+ . 

Приклад 2.  

Знайти похідну xy  , якщо 
23323

1010 xyyxx =++ . 

Розв’язання.   

Продиференціюємо по x  обидві частини наведеного рівняння, 

пам’ятаючи, що  y  є функцією від x : 

xyyyyxxyx 2103)32(103
22232

=+++ ; 

xyyyyxxyx 20330203
22232

=+++ ; 

3222
20320)110(3 xyxxxyy −−=+ ; 

)110(3

)20320(

)110(3

20320
22

3

22

32

+

−−
=

+

−−
=

xy

yxx

xy

xyxx
y . 

Приклад 3.  

Знайти похідну xy  , якщо )()cos()sin( yxtg
y

x
xy +=+ . 

Розв’язання.   

Продиференціюємо по x  обидві частини наведеного рівняння: 

)(
)(cos

1
)()sin()()cos(

2
+

+
=− yx

yxy

x

y

x
xyxy ; 

)1(
)(cos

1
)sin()()cos(

22
y

yxy

yxy

y

x
yxyxy +

+
=

−
−+ ; 

;
)(cos)(cos

1
)sin()sin(

1
)cos()cos(

222
yx

y

yxy

x

y

yx

y

x

y
xyyxxyy

+


+

+
=


+−+  
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);sin(
1

)cos(
)(cos

1

)(cos

1
)sin()cos(

222 y

x

y
xyy

yxyxy

x

y

x
xyxy +−

+
=














+
−+















+
−+

+−
+

=

)(cos

1
)sin()cos(

)sin(
1

)cos(
)(cos

1

22

2

yxy

x

y

x
xyx

y

x

y
xyy

yx
y . 

 

Завдання 

Знайти похідну y  від неявно заданих функцій: 

56. 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
; 

58. xaxy 3sincos
22

= ; 

60. xyy =ln2 ; 

62. )cos( xyy += ; 

64. arctgyxy += ; 

57. 03
33

=−+ axyyx ; 

59. 032
3223

=+++ yxyyxx ; 

61. yxyx arcsinarcsin −=− ; 

63. )cos( yxx = ; 

65. 02coscossin =+− yyyx . 

 

Відповіді 

56. 
ya

xb
y

2

2

−= ; 

58. 

xy

xyxa
y

cos2

sin3cos3
22

+
= ; 

60. 
)1(ln2

1

+
=

y
y ; 

62. 
)sin(1

)sin(

yx

yx
y

++

+
−= ; 

64. 1
11
22

2

+=
+

=
yy

y
y ; 

57. 
axy

xay
y

−

−
=

2

2

; 

59. 
22

22

962

343

yxyx

yxyx
y

++

++
−= ; 

61. 

2

2

2

22

1

1)11)(11(

x

y

y

yx
y

−

−−+−−
= ; 

63. 
)sin(

1)sin(

xyx

xyy
y

+
−= ; 

65. 
yxyy

y
y

cossin2sin2

sin

−−
−= . 
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1.7. Диференціювання параметрично заданих функцій  

Похідна функції )(xy , заданої параметричними рівняннями 

)(),( tytx  == , де )(),( tt   – диференційовані в точці t функції, причому 

0)( t , обчислюються за формулою 

)(

)(

t

t

dt

dx
dt

dy

dx

dy








==

 

  або  

t

t
x

x

y
y




= .                                    (27) 

Приклад 1.  

Знайти xy  ,  якщо 





=

=

.cos2

;sin3
3

3

tx

ty
 

Розв’язання.   

Оскільки ttttty tt cossin9cossin33)sin3(
223

=== ; 

,cossin6)sin(cos32)cos2(
223

tttttx tt −=−==
  
то згідно (27) 

tgt
t

t

tt

tt
yx

2

3

cos

sin

2

3

cossin6

cossin9
2

2

−=−=
−

= . 

Приклад 2.  

Знайти  якщо 





+=

=

.1

,
3

2

tx

ty
 

Розв’язання.   

Знайдемо  похідні:  tyt 2= ;  
2

3txt = .  Згідно з (27) 
tt

t
yx

3

2

3

2
2

== . 

Приклад 3.  

Знайти  якщо 





=

=

.cos

,sin
22

22

tex

tey
t

t

 

Розв’язання.   

Знайдемо  похідні:   

;cossin2sin2

)(sinsin)()}3(згідно{)sin(
222

222222

ttete

tetetey
tt

tt
t

t
t

+=

=+===
 

.cossin2cos2)(coscos)()cos(
222222222

ttetetetetex
tttt

t
t

t −=+==

 

Тоді відповідно до формули (26)   

tt

tt

ttete

ttete
y

tt

tt

x
2sincos2

2sinsin2

cossin2cos2

cossin2sin2
2

2

222

222

−

+
=

−

+
= . 

xy 

xy 
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Завдання 

Знайти похідну xy   параметрично заданої функції: 

66. 




=

=

;cos3

,sin4

ty

tx
 72. 





−=

−=

);cos1(2

),sin(2

ty

ttx
 

67. 





+=

−=

;2

,2
2

2

tty

ttx
 

68. 




+=

=

;sin2

,cos

tty

tx
 

73.











+
=

+
=

;
1

3

,1

3

3

2

3

t

t
y

t

t
x

 

69. 




+=

=

;2cos22sin

,

tty

tgtx
 74.





=

=

;

,

3 ty

tx
 

70. 




=

=

;sin

,cos

tty

ttx
 

71. 




=

=

;2

,2

tchy

tshx
 

75.









=

=

.
3

,

3

2

t
t

y

tx

 

Відповіді 

66. tgtyx
4

3
−= ; 

67. 
1

1

−

+
=

t

t
yx ; 

68. 
t

t
yx

sin

cos21 +
−= ; 

69. )2sin22(coscos2
2

tttyx −= ; 

70. 
ttt

ttt
yx

sincos

cossin

−

+
= ; 

71. ttnyx 2= ;  

72. 
t

t
yx

cos1

sin

−
= ; 

73. 
3

3

21

)2(

t

tt
yx

−

−
= ; 

74. 
63

2

t
yx = ; 

75. 
t

t
yx

2

1
2

−
= . 
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1.8. Логарифмічне диференціювання. Похідна показниково-степеневої 

функції 

 

У деяких випадках при знаходженні похідної краще функцію спочатку 

про логарифмувати, а потім знайти похідну неявної функції. Ця операція 

називається логарифмічним диференціюванням. Цей спосіб краще усього 

використовувати у двох випадках: 

1) якщо треба продиференціювати добуток трьох і більше функцій або 

дріб, чисельник і знаменник якої містять добутки функцій; 

2) якщо треба продиференціювати показниково-степеневу функцію 
)(

)(
xU

xVy = . 

Функцію 
)(

)(
xU

xVy =  можна продиференціювати використовуючи 

формулу: 

 VUVUVVxVy
UUxU +== −1)(

ln))(( ,                     (28) 

тобто похідна показниково-степеневої функції дорівнює додатку 

показникової функції за умови, що constV =  та степеневої за умови що 

constU = . 

Доречно видзначити, що досить часто помиляються, вважаючи функцію 
)(

)(
xU

xVy =  або лише степеневою, або лише показниковою. 

Приклад 1.  

Знайти похідну функції 
tgxx

xx
y

x

−

+
=

15

3cos)1(
222

. 

Розв’язання.  

Спочатку можемо знайти похідну цієї функції за правилом похідної 

частки. Проте цей спосіб у даному випадку громіздкий. Прологарифмуємо 

даний вираз. Нагадаємо, що  

baba ccc logloglog += ;                                (29) 

ba
b

a
ccc logloglog −= ;                                    (30) 

ana c
n

c loglog = ;                                              (31) 

Одержимо:  

);15ln()3cos)1ln((
15

3cos)1(
lnln

222
222

tgxxxx
tgxx

xx
y

x
x

−−+=
−

+
=

 

)ln15(ln3lncosln)1ln(ln
222

tgxxxxy
x

+−−+++= ; 
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tgxxxxxy ln)15ln(
2

1
3ln2cosln)1ln(2ln

2
−−−+++= . 

Продиференцюємо обидві частини: 

xtgxx
xx

xx
y

y 2

2

2
cos

11

15

5

2

1
3ln22)sin(

cos

1

1

21
−

−
−+−+

+
= ; 









−

−
−+−+

+
=

xtgxx
xx

xx
yy

2

2

2
cos

11

15

5

2

1
3ln22)sin(

cos

1

1

2
; 














−

−
−+−

+−

+
=

xtgxx
x

x

x

xtgxx

xx
y

x

22

2222

cos

1

)15(2

5
3ln22

cos

sin

1

2

15

3cos)1(
. 

Приклад 2.  

Знайти похідну функції ( ) x
tgxy

sin
= . 

Розв’язання.  

Застосуємо логарифмічне диференціювання, і отримаємо:  

( ) ==
x

tgxy
sin

lnln (див. 29) )ln(sin tgxx= ; 

( )

;
cos

1

sin

cos
sin)ln(cos

cos

11
sin)ln(cos

))(ln(sin)ln(sin))ln((sin
1

22
xx

x
xtgxx

xtgx
xtgxx

tgxxtgxxtgxxy
y

+=+=

=+


==

 

( ) )
cos

1
)ln((cos)

cos

1
)ln((cos

sin

x
tgxxtgx

x
tgxxyy

x
+=+= . 

Приклад 3.  

Знайти похідну функції ( ) xx
xy

32
2

5arcsin
+

= . 

Розв’язання.  

Застосуємо формулу (28). Тоді  xxV 5arcsin)( = ;  xxxU 32)(
2

+= . 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) .
)5(1

5
5arcsin32

322

34
5arcsinln5arcsin

5arcsin5arcsin32

325arcsinln5arcsin

2

1322

2

32

1322

232

2

2

2

2

x
xxx

xx

x
xx

xxxx

xxxxy

xx

xx

xx

xx

−
++

+
+

+
=

=


++

+


+=

−+

+

−+

+

 

Завдання 

Знайти похідні функцій: 
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76. ( ) x
tgxy

2cos
= ; 

77. ( )
3 23

4cos
x

xy = ; 

78. 
tgxx

x
x

e

y

x

ln)12(

)1(
2

ln

3 2

23

−

+

= ; 

79. 
3 2

322

13

sin2cos4

+

+
=

xx

xxx
y ; 

80. 

tgx

x
y 








−=

3
ln

10
sin


; 

81. 
)2cos1)(23(

1sin)1(
2

33 2324

xx

exxx
y

x

−−

++−
= ; 

82. ( ) x
xtgy

3cos
2

sin= ; 

83. ;)1()22(
1

cos 3 22
xxxctgxtg

x
xy −−=  

84. 
4

ln3

72

6)1(

5

x

x

x

exx
y

−

−
= ;                      

 85. 
232

5

)sin(

2
cos

23

xxtg

x
e

y

xx

+
=

− 

. 

 

Відповіді 

76. ( ) 







−=

x

tgxx

x

x
tgxy

x

2cos

)ln(2sin

2sin

2cos22cos
; 

77. ( )













−=

x

xxx

x

x
xy

x

4cos

4sin4cos312

43

)4ln(cos2
4cos

3

23

3 2

3
23

3

; 

78. ;
ln2sin

2

)12(3

4

1

6

)2ln(ln

1

ln)12(

)1(
2

ln

3

2

3 2

23














−

−
−

+
+

−
+

−

+

=
tgxxxx

x

xx
x

tgxx

x
x

e

y

x
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79. ;
13

21
622

413

sin2cos4
2

32

23 2

322










+
−−+−

++

+
=

x

x

x
ctgxxxtg

x

x

xx

xxx
y  

80. ;

)
3

ln
10

(sincos

)
3

ln
10

ln(sin
3

ln
10

sin
2

















−

+

−









−=

x
x

tgx

x

x

x
y

tgx






 

81.

);2
23

4

3
)1(sin3

2sin

1

)12(6
(

)2cos1)(23(

1sin)1(

2

224

2

2

3 23243

ctgx
x

x
x

x

xx

xx

xx

xxxe
y

x

−
−

+

++
+

+
+−

−

−−

++−
=

 

82. ( ) ;))(sinln(6sin3
)(sincos)(sin

cos3cos
)(sin

2

2
3cos

2














−= xtgx

xxtg

xx
xtgy

x
 

83. ;
)1(3

13

8sin

8

1

2
)1()22(

1
cos

2
3 22

















−

−
+−+−−=

xx

x

xx

x
tg

x
xxxctgxtg

x
xy  

84. ;
6ln4

1

3

7

1

)5(2

52

6)1(

5
2ln3

72

4 












−

−
−+

−

−

−

−
=

xxx

x

x

exx
y

x

x

 

85. 














+

+
−−−=

xxxxtg

xxxxxtgx
tgxxy

232

322
2

cos)sin(

)coscos3(2

22
103


 

.
)sin(

2
cos

232

5
23

xxtg

x
e

xx

+


− 

 

1.9. Геометричний, фізичний та механічний зміст похідної 

1. Похідна функції )(xfy =  для кожного значення x  дорівнює 

кутовому коефіцієнту дотичної до графіка даної функції у відповідної точці, 

тобто 

tgxf = )( 0 , 

де   - кут, який утворює дотична до графіка функції в точці 0x  з 

додатним напрямом осі Ox  (рис. 1). 
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y

xO



x0

f x( )0

y=f x( )

 
Рис. 1. Ілюстрація геометричного змісту похідної функції в точці 

 

Приведемо рівняння дотичної до графіка функції )(xfy =  у точці );( 00 yxM : 

))(( 000 xxxfyy −=−                                       (32) 

а також рівняння нормалі, яка проходить через ту ж саму точку 

перпендикулярно до дотичної: 

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −


−=−                                  (33) 

2. Якщо функція )(xfy =  описує деякий фізичний процес, то похідна 

y  є швидкістю зміни цього процесу, тобто, яку б залежність не відображала 

функція )(xfy = , відношення 
x

y




 можна розглядати як середню швидкість 

зміни функції y  відносно аргументу x , а похідну )(xf   - миттєву швидкість 

зміни цієї функції. Це – фізичний зміст похідної. 

3. Якщо )(tSS =   закон руху матеріальної точки, то похідна )(tS   - це 

швидкість v  точки в момент часу t , друга похідна )(tS   - миттєве прискорення 

a  точки в момент часу t , тобто 

)()();( tvtSatSv ===                                     (34) 

Це – механічний зміст похідної.  

Розглянемо приклади щодо використання похідної. 

 

Приклад 1.  

Скласти рівняння дотичної та нормалі до кривої 
1

1
2

+

−
=

x

x
y  у точці 

00 =x . 
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Розв’язання. 

Визначимо ординату точки дотику: 1
10

10
)0(0 −=

+

−
== yy , тобто точка 

дотику має координати )1;0( −M . Знайдемо похідну: =












+

−
=

1

1
2

x

x
y  

=
+

−+−+−
=

22

22

)1(

)1()1()1()1(

x

xxxx
=

+

−−+
22

2

)1(

)1(2)1(

x

xxx

22

22

)1(

221

+

+−+
=

x

xxx
22

2

)1(

12

+

++−
=

x

xx
.   

Тоді 1
)10(

1020
)0(

2
=

+

++
=y . Знайдемо значення похідної у точці 

)1;0( −M . Підставивши )0(,, 00 yyx   у вирази (32) та (33), одержимо: 

11)0(1)1( −==+−=−− xyxyxy  - рівняння дотичної; 

11)0(
1

1
)1( −−=−=+−−=−− xyxyxy  - рівняння нормалі. 

Приклад 2.  

Скласти рівняння дотичної та нормалі до кривої 
4

4
2

xx
y

−
=  у точці 

20 =x . 

Розв’язання.  

Визначимо другу координату точки дотику, підставивши в рівняння 

кривої значення 20 =x : 1
4

48

4

224
2

0 =
−

=
−

=y . Отже точка дотику має 

координати )1;2( .  

Тоді похідна заданої функції 
2

1)24(
4

1

4

)4(
2

x
x

xx
y −=−=

−
= . 

Значення похідної в точці дотику 0
2

2
1)2()( 0 =−== yxy . Таким чином, 

101)2(01 ==−−=− yyxy  – рівняння дотичної, а 2=x  – рівняння 

нормалі. 

Приклад 3.  

Скласти рівняння дотичної та нормалі до кривої 064
44

=−+ yxyx  в 

точці )2;1(M . 

Розв’язання 
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Підставимо координати точки M  у рівняння кривої: 

000221614
44

==−+ . Отже точка M  належить даній кривій, тобто  

2;1 00 == yx . Знайдемо похідну заданої функції (функція задана у неявному 

вигляді!):  

=−++=−+ 04)(6440)64(
3344
yyyxyxyxyx

 

=−++=−++ 0)46(616046616
3333

yxyyxyyyxyx  

.
13

14

26

28

632

1216

1624

26116
)(

64

616
3

3

3

3

==
−

+
=

−

+
=

−

+
= My

xy

yx
y  

Тоді згідно з (32) та (33) 

−=−−=− 14142613)1(
13

14
2 xyxy . 121314 −=− yx  – 

рівняння дотичної, а −−=− )1(

13

14

1
2 xy   

+−=−−−=− 13132814)1(
14

13
2 xyxy 411413 =+ yx  – 

рівняння нормалі. 

Приклад 4.  

Скласти рівняння дотичної та нормалі до кривої, заданої рівняннямі 

tytx
33

sin;cos ==  у точці 4/=t . 

Розв’язання.  

Рівняння кривої задано в параметричному вигляді. Знайдемо  

4

2
)

4
(sin;

4

2

8

22
)

2

2
()

4
(cos

3
0

33
0 =


====


= yx . Тоді 

похідна функції заданої параметрично (27): 

tgt
tt

tt

t

t
y −=

−
=




=

)sin(cos3

cossin3

)(cos

)(sin
2

2

3

3

. .1
4

)
4

( −=


−=


 tgy   

Рівняння дотичної має вигляд: ;)
4

2
(1

4

2
−−=− xy  

;
4

2

4

2
+−=− xy  .

2

2
xy −=  
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Рівняння нормалі згідно з (33) ;)
4

2
(

1

1

4

2
−

−
−=− xy

4

2

4

2
−=− xy ; xy = . 

Приклад 5.  

Під яким кутом перетинаються лінії 8
22

=+ yx  та xy 2
2

= ? 

Розв’язання.  

Під кутом між двома кривими розуміють кут між їх дотичними, які 

проведені до ліній у точці перетину М0. Цей кут можна визначити за формулою 

)()(1

)()(

0201

0102

xyxy

xyxy
tg

+

−
= . Щоб знайти точку перетину заданих ліній (звертаємо 

увагу, що в умові задані коло та парабола), розв’язуємо систему рівнянь: 





=

=−+






=

=+






=

=+

.2

,082

2

82

2

8
2

2

2

2

2

22

xy

xx

xy

xx

xy

yx
 Перше рівняння має 

корені: 41 −=x  (не має значення, так як xy 2= , тобто 0x ) і 22 =x . 

Звідси 2222,1 ==y . Ми одержали дві точки перетину ліній: )2;2(1M  и 

)2;2(2 −M . Знайдемо кут між кривими в точці 1M . Похідна функції 

8
22

=+ yx  має вигляд: ;
2

2
022

y

x

y

x
yyyx −=−==+  

1
2

2
)( 1 −=−= My  1

2

2
)( 11 −=−= My . Похідна функції xy 2

2
=  така: 

; 
2

1
)( 1 = My . 

Тоді 3

2

1
2

3

2

1
_1

1
2

1

)1(
2

1
1

)1(
2

1

==

+

=

−+

−−

=tg ;  3arctg= . 

Кут між кривими у точці 2M  пропонуємо знайти самостійно. 

Приклад 6.  

Закон руху матеріальної точки по прямій визначається формулою 

23
4

184
4

tt
t

x +−= . У які моменти часу її прискорення дорівнює нулю? 

Розв’язання.  

Знайдемо швидкість точки:  

yy
yyy

1

2

2
22 ===
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ttttt
t

tt
t

xv 361221834
4

4
)184

4
(

232
3

23
4

+−=+−=+−== .  

Тоді прискорення точки 

36243362123)3612(
2223

+−=+−=+−== tttttttva . За 

умовою прискорення в деякий час дорівнює нулю, тобто =+− 036243
2

tt  

2;624121640128 212,1
2

===−==+− ttttt . Отже 

прискорення дорівнює нулю при с2c6 та == tt .  

Приклад 7.  

Тіло масою 5 кг рухається прямолінійно за законом 
t

ttS 3)(
2

= . Знайти 

кінетичну енергію тіла через 3 с після початку руху. 

Розв’язання.  

Кінетична енергія тіла визначається формулою 
2

2
mv

E = . Знайдемо 

швидкість 3ln332)3()(
22 ttt

ttttSv +=== .  

Тоді )3ln32(813ln33332)3(
323

+=+=v ; 

2
22

)3ln32(5,16402
2

)3ln32(815
+=

+
=E  (Дж). 

Завдання 

86. На графіку функції 
3

)4( −= xxy  знайти точки, в яких дотичні 

паралельні осі абсцис. 

87. В яких точках дотичні до кривої  1
3

2
3

+−−= xx
x

y  паралельні 

прямій 12 −= xy ? 

88. В яких точках дотична до графіка функції 
2

2

−

+
=

x

x
y  утворює з віссю 

Ох кут 135○? 

89. В якій точці нормаль до параболи 
2

xy =  перпендикулярна до прямої 

14 += xy ? 

Скласти рівняння дотичної та нормалі до кривої )(xfy =  у точці 0x : 

90. 
x

y
1

arcsin= , 20 =x ; 

91. 9
2

−= xy , 50 =x ; 
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92. 
1

1
2

+

−
=

x

x
y , 00 =x . 

Скласти рівняння дотичної та нормалі до кривої, заданої параметрично у 

точці 0t : 

93. ttyttx cos,sin −=−= ,  2/0 =t ; 

94. ttyttx 2sinsin2,2coscos2 −=−= ,  2/0 =t ; 

95. 
32

,1 ttytx −=−=  ,   20 =t . 

Скласти рівняння дотичної та нормалі до кривої, заданої у неявному 

вигляді в точці М (х;у): 

96. 023
22

=++− yyxx ,  М (3;0); 

97. 0282
22

=+++ yxx .  М (–3;2); 

98. 123
32

=−+ yxyx ,  М (1;0). 

99. Закон руху матеріальної точці виражається формулою 
4

34

+

+
=

t

t
S . 

Знайти швидкість в момент часу 9=t  с. 

100. Закон руху двох матеріальних точок уздовж однієї прямої 

визначаються рівняннями 143,24
2

2
2

1 −+=+= ttStS . Знайти швидкість 

руху точок у той момент часу, коли відстані пройдені ними, рівні між собою. 

101.  Знайти кількість руху матеріальної точки масою 5=m  кг, що 

рухається прямолінійно за законом tttS 3sin)(
2

=  у момент часу 6/=t  с 

(кількість руху знаходимо за формулою mvp = ). 

102. Під дією сили F  матеріальна точка масою 1=m  кг рухається 

прямолінійно за законом 
t

t
tS

3
)(

2
+

= . Знайти значення сили F  у момент часу 

1=t  с. 

Відповіді 

86. (4;0) и (1;-27);            

87. (3;-2) и (-1;2/3);              

88. (0;-1) и (4;3); 

89. (-1/8; 1/64);               

90.  ;34
6

32,03263 −


+==−−+ xyyx  

91. 4045,945 =+=− xyyx ; 

92. ;1,1 −−=−= xyxy  

93. ;2/,2/2 +−=−+= xyxy  

94. ;1,3 +==+ xyxy  
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95. ;78411,9114 −=+=− xyxy           

96. ;33,93 =+−= xyxy  

97. ;1,5 −−=+= xyxy  

98. ;
2

1

2

1
,22 −=+−= xyxy  

99. 1/13 (м/с); 

100. 10,8 21 == vv  та м/с22,24 21 == vv ; 

101. 5=p  (кг∙м/с); 

102. 3=F  Н. 

 

2. Диференціал функції 

2.1. Визначення та геометричний зміст диференціала 

Нехай функція )(xfy =  диференційована в точці х, тобто у цій точці 

має похідну  
x

y
xf

x 


=

→ 0
lim)( .  Тоді +=




)(xf

x

y
, де 0→  при  0→x .  

Звідси приріст функції xxxfy += )( . Перший із доданків 

лінійній відносно x , другій доданок – нескінченно мала величина вищого 

порядку, ніж x . Перший доданок складає головну частину приросту функції, 

яка і носить назву диференціала функції. 

Так як диференціал незалежної змінної збігається з її приростом, то  

dxxfdy )(=                                                 (35) 

Геометрично, диференціал функції )(xf  при заданих значеннях х і x  

дорівнює приросту QN ординати дотичної MQ, яка проведена до кривої 

)(xfy =  в точці M, коли аргумент отримує приріст x  (рис. 2). 
y

x

M



f x( )
y=f x( )

O

N

Q

P

 
Рис. 2 Ілюстрація геометричного змісту диференціалу функції 
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2.2. Основні властивості диференціала  

Нехай )(),( xvxu  - диференційовані функції. Тоді виконуються рівності: 

1. )(0 constcdc −= ; 

2. dvduvud = )( ; 

3. udvvduuvd +=)( ; 

4. )( constccdudcu −= ; 

5. 0,)(
2


−

= v
v

udvvdu

v

u
d ; 

6. )(,)( xuudufudf == . 

Останнє рівняння називають властивістю інваріантності форми 

диференціала першого порядку, яка полягає в тому, що форма диференціала не 

змінюється від того, чи є х незалежною зміною, чи є деякою диференційованою 

функцією.  

 

2.3. Застосування диференціала dxxfdy )(= в наближених обчисленнях та 

в теорії помилок 

При малих x  справедливо, що dyy  , тобто  

xxfxfxxf ++ )()()( .                                    (36) 

Відносна помилка при обчисленні значення функції у може бути 

наближено визначена за допомогою диференціала, тобто 

y

dy

y

y



.                                                     (37) 

 

 

Приклад 1.  

Знайти диференціал функції 
22

cosln1 xxarctgy +−= . 

Розв’язання. 

Згідно з (35) 

.)2
1

1
()2

1
(

)2)sin(
cos

1
2

12

1

1)1(

1
(

)cosln1()cosln1(

2

2

2

22

2

2222

2222

dxxtgx
xx

dxxtgx
xx

x

dxxx
x

x
xx

dxxxarctgxxarctgddy

−
−

=−
−

=

=−+
−


+−

=

=+−=+−=

 

Приклад 2.  

Знайти диференціал функції 0153
33

=−++ xyyx  у точці M(1;2).  
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Розв’язання.  

Знайдемо похідну неявно заданої функції:  

=+++=+++ 003333
2222

yxyyyxyxyyyx  

.)()(
2

2
22

xy

yx
yyxxyy

+

+
−=+−=+  Згідно з (35): 

dx
xy

yx
dxxfdy

+

+
−==

2

2

)(  або  .
5

3

12

21
)(

2

2

dxdxMdy −=
+

+
−=  

Приклад 3.  

Обчислити наближено значення 
3 30 . 

Розв’язання. 

Розглянемо функцію 3)( xxf = . Тоді згідно з (36)  

x
x

xxx ++
3 2

33

3

1
. У нашому випадку 30=+ xx . Якщо 

покладемо, що 27=x  то 3=x  і =++ 3
273

1
27327

3 2

33  

9

28

9

1
3

93

3
3 =+=


+= . Отже  

9

28
303  . 

Приклад 4.  

Обчислити наближено значення 155cos . 

 

Розв’язання. 

Розглянемо функцію xxf cos)( = . Тоді згідно з (36) 

xxxxxxxx −=++ sincos)(coscos)cos( . Переведемо градуси у 

радіані (це треба робити обов’язково!): 
36

31
155

180
155


=


=


.  

Нехай 
6

5
150


==x ; 

36

31
=+ xx , тобто 

36

31

6

5 
=+


x ; 

366

5

36

31 
=


−


=x . Одержимо .

366

5
sin

6

5
cos

36

31
cos155cos





−





=  

Згідно з формулами приведення 
2

3

6
cos)

6
cos(

6

5
cos −=


−=


−=


; 

2

1

6
sin)

6
sin(

6

5
sin =


=


−=


.  
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Тоді 

908,0
722

3

362

1

2

3

366

5
sin

6

5
cos

36

31
cos155cos −


−−=


−−=





−





= . 

Приклад 5.  

Знайти відносну похибку при розрахунку об’єму кулі, якщо похибка при 

визначенні її радіуса була r . 

Розв’язання. 

Згідно з (37) 
r

r

r

rr

r

rr

rV

rrV

V

dV

V

V 
=




=

















=


=


3

3

4

4

3

4

3

4

)(

)(

3

2

3

3

. 

Отже, відносна похибка при визначенні об’єму кулі наближено дорівнює 

потроєній відносній похибці, що була зроблена при розрахунку радіуса кулі.   

 

Завдання 

103. Знайти приріст та диференціал функції xxy −=
2

3  при переході 

незалежної змінної від значення 1=x  до значення 02,1=x . 

104. Знайти диференціал функції 
5

5
2

x
arctg

x
y +=  у точці 1=x . 

Знайти диференціал функцій: 

105. 
2.0

3 x
y = ; 

106. 
1

1
3

3

−

+
=

x

x
y ; 

107. 
x

y
cos/1

2
−

= ; 

108. )
42

(ln
x

tgy −


= ; 

109. 
2

1

cos

x

x
y

−
= ; 

110. xtgy
2

= ; 

111. 
tgx

y
ln

5= ; 

112. 
2

)(arcsin arctgxxy += ; 

113. xxy
x

433
2/1

2

−+=
−

. 

Обчислити наближено за допомогою диференціала значення виразів: 
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114. 
3 131 ; 

115. 9sin ; 

116. 02,0arccos ; 

117. 2,1ln . 

Відповіді 

103. 1,0,1012,0 == dyy ; 

104. 
26

21
9=dy ; 

105. dx
x

dy
3 2

6.0

1
= ; 

106. dx
x

x
dx

x

xxxx
dy

23

2

23

3232

)1(

6

)1(

)1(3)1(3

−

−
=

−

+−−
= ; 

107. dx
x

x
dy x )

cos

sin
(2ln2

2
cos

1
−

=
−

; 

108. dx
xx

tg

dy )
4

1
(

)
42

(cos

1

)
42

(

1

2
−

−


−


= ; 

109. dx
x

xxxx
dy

22

2

)1(

)2(cos)1(sin

−

−−−−
= ; 

110. dx
x

tgxdy
2

cos

1
2= ; 

111. dx
xtgx

dy
tgx

2

ln

cos

11
5ln5= ; 

112. dx
x

arctgx
xx

dy 













+
+

−
=

22 1

1
2

1

1

arcsin2

1
; 

113. dx
x

x
x

dy x















−+=
− 2

6
2

3ln3
3

1

2
; 

114. 5,08; 

115. 0,257; 

116. 1,55; 

117. 0,2. 
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3. Похідні та диференціали вищих порядків 

3.1. Похідні вищих порядків  

Нехай на інтервалі (a, b) задана диференційована функція )(xfy = , тоді 

її похідна першого порядку )(xfy =  також є функцією від  х. Якщо функція 

)(xf   також має похідну на інтервалі (a, b), то остання називається другою 

похідною і позначається одним із символів: 
2

2

2

2

;);(;
dx

fd

dx

yd
xfy  . 

Похідну від другої похідної, якщо вона існує, називають похідною 

третього порядку, тобто )(
2

2

dx

yd

dx

d
y = . 

Похідною n -го порядку функції )(xfy = , називають першу похідну, 

якщо вона існує, від похідної )1( −n -го порядку: )(
)1()( =

−nn
yy . 

Похідні порядку вище першого називають похідними вищих порядків. 

Похідні вище третього порядку позначаються цифрами, які беруться у дужки. 

Приклад 1. 

Знайти похідну третього порядку функції 323
345

−+−= xxxy . 

Розв’язання. 

Послідовно знаходимо: 
234

6125 xxxy +−= ; xxxy 123620
23

+−= ; 

127260
2

+−= xxy . 

Приклад 2.  

Знайти похідну n -го порядку функції 
x

ay = . 

Розв’язання. 

aay
x

ln= ;   aaaaay
xx 2

lnlnln == ;   aaaaaay
xx 3

lnlnlnln == ; 

…;  .ln
)(

aay
nxn

=  

 

3.2. Обчислення похідних другого порядку функцій, що задані параметрично 

 

Якщо функція задана параметрично рівняннями )(),( tyytxx == , тоді 

друга похідна (
2

2

dx

yd
 або xxy   ) буде:  

t

t

x

dx

dy

dx

yd













=
2

2

                                                (38) 
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або    

( )32

2

t

tttt

x

xyxy

dx

yd



−
= .                                           (39) 

Приклад 1.  

Знайти 
2

2

dx

yd
, якщо 1,ln

2
−== tytx . 

Розв’язання.  

Маємо 
2

2

2
1

2

)(ln

)1(
t

t

t

t

t

dx

dy

t

t ==


−
= . Далі згідно з (38) 

( ) 2
2

2

2

4
1

4

)(ln

2
t

t

t

t

t

dx

yd

t

t ==




= . 

Приклад 2.  

Знайти 
2

2

dx

yd
, якщо tytx sin3,cos2 == .  

Розв’язання.  

Другу похідну обчислимо за формулою (39). Для цього знайдемо 

.sin3,cos3,cos2,sin2 tytytxtx tttttt −==−=−=  І підставимо їх у (39).  

.
sin4

3

sin8

cos6sin6

)sin2(

cos3)cos2()sin2(sin3
33

22

32

2

tt

tt

t

tttt

dx

yd
−=

−

+
=

−

−−−−
=  

 

3.4. Похідні вищих порядків функцій, що задані неявно   

Нехай функція задана неявно 0),( =yxF . Щоб знайти першу похідну про-

диференціюємо цю рівність по х та розв’яжемо одержане рівняння відносно y . 

Для знаходження другої похідної продиференціюємо першу похідну по х  і в 

одержане співвідношення підставимо її значення. Якщо продовжити 

диференціювання, то можна знайти одну за одною похідні будь-якого порядку. 

Усі вони будуть виражені через незалежну змінну х та саму функцію у. 

 

Приклад 1.  

Знайти y  , якщо )sin( yxy += . 

Розв’язання.  

Продиференціюємо задану функцію по х:  

)1()cos( yyxy ++= . Розв’яжемо цю рівність відносно y : 

.
)cos(1

)cos(
)cos())cos(1()cos()cos(

yx

yx
y

yxyxyyxyyxy

+−

+
=

+=+−+++=
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Диференціюємо одержане співвідношення по х: 

;
))cos(1(

)1)(sin()cos())cos(1)(1)(sin(
2

yx

yyxyxyxyyx
y

+−

+++−+−++−
=  

.
))cos(1(

)sin()(1(
))cos(1(

)cos()sin()cos()sin()sin()(1(

2

2

yx

yxy
yx

yxyxyxyxyxy
y

+−

+−+
=

=
+−

++−++++−+
=

 

Враховуючи, що 
)cos(1

)cos(

yx

yx
y

+−

+
= , маємо  

( )

.
))cos(1(

)sin(
))cos(1(

)sin()cos()cos(1

))cos(1(

)sin(
)cos(1

)cos(
1

3

32

yx

yx
yx

yxyxyx

yx

yx
yx

yx

y

+−

+
−=

=
+−

++++−
−=

+−

+








+−

+
+

−=

 

3.5. Диференціали вищих порядків  

Диференціалом n -го порядку n раз диференційованої функції )(xfy =  

називається диференціал від диференціала (n – 1) –го порядку: 

)(
1
yddyd

nn −
= , тобто ....)(;)(

3322
dxxfyddxxfyd ==  

Приклад 1.  

Знайти yd
2

,  якщо 
3 2

xy = . 

Розв’язання.  

Знайдемо похідні: 

 ;
3

2 3/13 2
−

=











= xxy  

3 4

3/4

9

2
)

3

1
(

3

2

x
xy −=−= −

.  

Тоді 
2

3

2

3 4

2

9

2

9

2
dx

xx
dx

x
yd −=−= . 

Приклад 2.  

Знайти yd
3

,  якщо xy
2

sin= . 

Розв’язання.  

Знайдемо похідні: xyxxxy 2cos2;2sincossin2 === ; 

.2sin4 xy −=  Маємо 
33

2sin4 xdxyd −= . 

Завдання 
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Знайти похідні другого порядку функцій: 

118. 
2

x
xey = ; 

119. 
3

1

1

x
y

+
= ; 

120. arctgxxy )1(
2

+= ; 

121. )4(
2

xy −= ; 

122. )1ln(
2

xxy ++= ; 

123. 
x

ey = ; 

124. xxy cos3cos4
3

−= ; 

125. xxy arcsin1
2

−= .

Знайти похідні другого порядку функцій, що задані неявно: 

126. xyyx 3
33

=+ ; 

127. xyyx −=+ )ln( ; 

128. xye
yx

=
+

; 

129. exye
y

=+ . Знайти y   при х = 0.

Знайти похідні другого порядку функцій, що задані параметрично: 

130. 




−=

=

);1ln(

,arcsin
2

ty

tx
 

131. 




=

=

;sin

,cos

taty

tatx
 

132. 





=

=

;cos

,sin

tey

tex
t

t

 

133. 




=

=

.2/

,
2

ty

arctgtx
 

134. Знайти похідну другого порядку функції 





=

=
t

t

ety

ex
2

,
 у точці М (1;0). 

Знайти диференціали другого порядку функцій: 

135. 
23

)1()1( −+= xxy ; 

136. 4ln
2

−= xy ; 

137. 
2

4
x

y
−

= ; 

138. 
x

arctgy
1

= .
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Відповіді 

118. )23(2
3

2

xxey
x

+= ; 

119. 
33

3

)1(

)12(6

x

xx
y

+

−
= ; 

120. arctgx
x

x
y 2

1

2
2

+
+

= ; 

121. 
3

2
)4(

4

x

y

−

−
= ; 

122. 
32

)1( x

x
y

+
−= ; 

123. 
xx

xe
y

x

4

)1( −
= ; 

124. xy 3cos9−= ; 

125. 
32

2

)1(

1arcsin

x

xxx
y

−

−+
−= ; 

126. 
32

33

)(

)13(2

xy

yxxyxy
y

−

−−−
= ; 

127. 
3

)1(

)(4

−+

+
−=

yx

xy
y ; 

128.  
32

22

)1(

)1()1(

−

−+−
−=

yx

yxy
y ; 

129. 
2

1

e
y = ; 

130. 
22

2

1

2

tdx

yd

−
−= ; 

131. 
3

2

2

2

)sin(cos

2

ttta

t

dx

yd

−

+
= ; 

132.  
32

2

)sin(cos

2

tt

e

dx

yd
t

−
=

−

; 
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133. 143
24

2

2

++= tt
dx

yd
; 

134. 2
2

2

=
dx

yd
; 

135. 
222

)125)(1(4 dxxxxyd −−+= ; 

136. 
2

322

3
2

)4(ln

ln4ln4
dx

xx

xx
yd

−

−−
= ; 

137. 
222

)14ln2(4ln24
2

dxxyd
x

−=
−

; 

138. 
2

22

2

)1(

2
dx

x

x
yd

+
= ; 

 

4. Правило Лопіталя 

Правило Лопіталя є ефективним засобом знаходження границі функції  

при розкритті невизначеності виду 
0

0
  або 




. 

Теорема (правило Лопіталя). Нехай функції )(xf  и )(xg : 

1) визначені і диференційовані в околі точки 0x , за винятком, можливо, 

самої точки 0x , причому 0)(  xg  в цьому околі; 

2) 0)(lim)(lim
00

==
→→

xgxf
xxxx

 або ==
→→

)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx

, тобто 

)(xf  и )(xg  одночасно нескінченно малі або нескінченно великі при 0xx → ; 

3) існує скінчена границя 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
, тоді існує границя відношення 

функцій 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx→
 і 

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx→
=

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
.                                                   

(40) 

Треба зауважити, що інколи допускається помилка, шукаючи замість 

границі 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 



→
 границю 












→ )(

)(
lim

0 xg

xf

xx
. Правило Лопіталя застосовується 

до розкриття невизначеностей виду 
0

0
  або 




, які називаються основними. 
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Інші невизначеності виду 
00

,0,1,,0 −


 зводяться до 

основних. Наведемо основні засобі, як це зробити. 

1. Невизначеність виду 0  ( )()(lim
0

xgxf
xx→

, колі 0)(lim
0

=
→

xf
xx

, а 

=
→

)(lim
0

xg
xx

) зводиться до основних так: 









==
0

0

)(

1

)(
)()(

xg

xf
xgxf  або 












==

)(

1

)(
)()(

xf

xg
xgxf .                    (41) 

2. Невизначеність виду −  ( )()(lim
0

xgxf
xx

−
→

, колі =
→

)(lim
0

xf
xx

, 

=
→

)(lim
0

xg
xx

) зводиться до основних так:  









=

−

=−
0

0

)()(

1

)(

1

)(

1

)()(

xgxf

xfxg
xgxf .                            (42) 

3. Невизначеності виду 
00

,0,1 


 зводяться до невизначеності 0  

за допомогою попереднього логарифмування або представлення функції як 

( ) )(ln)()(
)(

xfxgxg
exf = .                                   (43) 

Приклад 1.  

Обчислити границю 
x

ee
xx

x

23

0
lim

−

→
. 

Розв’язання.  

123
1

23
lim

)(

0

0
lim

23

0

2323

0
=−=

−
=



−
=









=
−

→→

xx

x

xxxx

x

ee

x

ee

x

ee
. 

Приклад 2.  

Обчислити границю
2

ln
lim

x

x

x →
. 

Розв’язання.  

( )

( )
0

2

1
lim

2

1

lim
ln

lim
ln

lim
2

2
2

===




=











=

→→→→ xx

x

x

x

x

x

xxxx
. 

Приклад 3.   
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Обчислити границю 
xx

xee
xx

x sin

2
lim

0 −

−−
−

→
. 

Розв’язання.  

=
−

−−
=









=
−

−−
−

→

−

→ )sin(

)2(
lim

0

0

sin

2
lim

00 xx

xee

xx

xee
xx

x

xx

x
 

=
−

−+
=

−

→ x

ee
xx

x cos1

2
lim

0 







0

0
. Як видно, невизначеність 









0

0
 залишилась, 

тому знову застосуємо правило Лопіталя: 

=
−

=
−

−+
−

→

−

→ x

ee

x

ee
xx

x

xx

x sin
lim

cos1

2
lim

00 







0

0
. І знову застосуємо правило 

Лопіталя: 2
1

11

cos
lim

sin
lim

00
=

+
=

+
=

−
−

→

−

→ x

ee

x

ee
xx

x

xx

x
.  

Приклад 4.  

Обчислити границю )ln)2((lim xarctgx
x

−
→

. 

Розв’язання.  

 =−
→

0)ln)2((lim xarctgx
x

. Тоді згідно з (41), одержимо: 

=
+

=

+

=











=

+
=

=

−

+
−

=








=
−

=−

→→→

→→→

x

xx

x

x
xxx

x

xx

x

x

x

x

arctgx
xarctgx

xxx

xxx

ln2ln
lim

2

1
ln2ln

lim2
)1(

ln2
lim

ln

1
1

2

lim
0

0

ln

1

)2(
lim)ln)2((lim

2
2

2

2

2

2

 

.0
1

lim2
1

1

lim2
2ln

lim2
1

1
2

1
ln2

lim ===











=

+
=

+

=











=

→→→→ x

x

x

xxx
x

xxxx

 

Приклад 5.  

Обчислити границю )
cos

1
(lim

2

x
tgx

x

−


→

. 

Розв’язання.  
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  =−=−=−


→


→

)
cos

1

cos

sin
(lim)

cos

1
(lim

22

xx

x

x
tgx

xx

 

.0
1

0

sin

cos
lim

0

0

cos

1sin
lim

22

=
−

=
−

=








=
−

=


→


→
x

x

x

x

xx

 

Приклад 6.  

Обчислити границю .lim
sin

0

x

x
x

→
. 

Розв’язання.  

 0sin

0
0lim =

→

x

x
x . Розглянемо функцію 

x

x
xy

sin

0
lim
→

=  і прологарифмуємо 

її: 
x

x
xy

sin

0
limlnln
→

= . Пам’ятаючи, що  )(lnlim)(limln
00

xfxf
xx →→

= , 

отримаємо   =====
→→→

x

x
xxxy

xx

x

x

sin

1

ln
lim0lnsinlimlnlimln

00

sin

0
 

=−=

−

=
→→ xx

x

x

x
x

xx cos

sin
lim

sin

cos

1

lim
2

0

2

0
так як  ===

→ x

x

x

2

0

sin
lim10cos  

0
1

cossin2
lim

0
==

→

xx

x
, тобто 0ln =y , звідки 1

0
== ey . 

Завдання 

Обчислити границі функцій за правилом Лопіталя: 

139. 
34

23
lim

23

23

1 +−

+−

→ xx

xx

x
; 

140. 0
cosln

lim
0

=
→ x

x

x
; 

141. 
xctg

x

x 

−

→

)1ln(
lim

1
; 

142. 
20

1
lim

x

xe
x

x

−+
−

→
; 

143. 







−

−→ xxx ln

1

1

1
lim

1
; 
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144. 
xtgx

ee
xtgx

x −

−

→0
lim ; 

 

145. 
x

x

x sinln

2sinln
lim

0→
; 

146. 
x

x

tgx
cos2

2

)(lim


→

; 

147. 
tgx

x x
)

1
(lim

0→
; 

148. xx

x
xe

1

0
)(lim +

→
.

Відповіді 

139. 
5

3 ; 

140. 0; 

141. 0; 

142. 
2

1 ; 

143. –
2

1 ; 

 

144. 1; 

145. 1; 

146. 
2

e ; 

147. 1; 

148. 
2

e .  

 

 

 

5. Застосування диференційного числення для дослідження функцій 

5.1. Зростання і спадання функції. Локальний екстремум функції 

 

Функція )(xf  називається зростаючою (спадаючою) на інтервалі );( ba , 

якщо для двох довільних  точок 1x  та 2x  із зазначеного інтервалу таких, що 

21 xx  , виконується нерівність )()( 21 xfxf     ( )()( 21 xfxf  ). 

Ознаки зростання та спадання функції: 

1) якщо 0)(  xf  для всіх );( bax  , функція )(xf  зростає на );( ba ; 

2) якщо 0)(  xf  для всіх );( bax  , функція )(xf  спадає на );( ba . 

Точка 0x  називається точкою локального максимуму (мінімуму) функції 

)(xf , якщо існує такій окіл − 00 xx  точки 0x , який належить області 

визначення функції, і для всіх х з цього околу виконується нерівність  

)()( 0xfxf     ( )()( 0xfxf  ). 
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Геометричний зміст означення буде зрозумілий з рисунків 3 та 4.  
y

x

f x( )0

y=f x( )

O x

f x( )

y

x

f x( )0

y=f x( )

O x

f x( )

 

          0x  - точка максимуму                                       0x  - точка мінімуму 

      Рис. 3. Максимум функції                               Рис. 4. Мінімум функції 

 

З’ясуємо умови існування локального екстремуму.  

Теорема 1 (необхідна умова локального екстремуму) Якщо функція )(xf  

має в точці 0x  локальний екстремум і диференційована у ній, то 0)( 0 = xf . 

Ця теорема має такий геометричний зміст. Якщо функція )(xf  має в 

точці 0x  локальний екстремум і диференційована у ній, то в цій точці існує 

дотична до графіка функції )(xfy =  і ця дотична паралельна осі Ох. 

Умова 0)( 0 = xf  є необхідною, але недостатньою, щоб у точці 0x  

функція мала екстремум. Наприклад, похідна функції 
3

xy =  у точці 0=x  

дорівнює нулю, але не має в цій точці екстремуму.  

Точки, в яких перша похідна дорівнює нулю, називаються стаціонарними 

або критичними. 

Теорема 2 (перша достатня умова існування локального екстремуму). 

Нехай 0x  - критична точка функції )(xf , яка в цій точці неперервна, і нехай 

існує окіл ( +− 00 ; xx ) точки 0x , в якому функція має похідну )(xf   крім, 

можливо, точки 0x . Тоді: 

1) якщо в інтервалі ( 00 ; xx − ) похідна 0)(  xf , а в інтервалі (

+00; xx ) похідна 0)(  xf , то точка 0x  є точкою локального максимуму 

функції )(xf ; 

2) якщо в інтервалі ( 00 ; xx − ) похідна 0)(  xf , а в інтервалі (

+00; xx ) похідна 0)(  xf , то точка 0x  є точкою локального мінімуму 

функції )(xf ; 
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3) якщо в обох інтервалах ( 00 ; xx − ) і ( +00; xx ) похідна )(xf   має 

той самий знак, то точка 0x  не є екстремальною точкою функції )(xf . 

Іншими словами, якщо при переході через критичну точку 0x  знак 

похідної )(xf   змінюється з плюса на мінус, то точка 0x  є точкою локального 

максимуму функції; якщо знак похідної )(xf   змінюється з мінуса на плюс, то 

точка 0x  є точкою локального мінімуму; якщо знак похідної )(xf   не 

змінюється, то в точці 0x  екстремум відсутній. 

Теорема 3 (друга достатня умова існування локального екстремуму). 

Нехай 0x  - критична точка функції )(xf , тобто 0)( 0 = xf , і в околі точки 0x  

існує друга неперервна похідна, причому 0)( 0  xf . Якщо 0)( 0  xf , тоді 

точка 0x  є точкою локального мінімуму функції )(xf ; якщо 0)( 0  xf , тоді 

точка 0x  є точкою локального максимуму функції )(xf . 

 

5.2. Правило дослідження функції на екстремум 

Щоб визначити локальний екстремум функції )(xf , треба: 

1) знайти критичні точки функції )(xf . Для цього слід знайти похідну 

)(xf   та дорівняти її нулю. Знайти корені одержаного рівняння і серед них 

вибрати ті, що є внутрішніми точками області існування функції. Окрім того, 

знайти точки і яких похідна не існує;  

2) нанести на вісь ці точки і дослідити знак похідної в кожному з 

інтервалів, на які розбивається вісь цими точками; 

3) за зміною знаку )(xf   при переході через критичні точки зліва 

направо визначити точки максимумів та мінімумів. Обчислити значення 

функції в цих точках.  

 

Приклад 1.  

Знайти інтервали монотонності, а також локальні екстремуми функції 

5
)(

5
x

xxf −= . 

Розв’язання.  

Область визначення функції );( +− . Знайдемо критичні точки: 

0)1)(1)(1()1)(1(1
5

5
1)(

22244
=++−=+−=−=−= xxxxxxxxf . 

Отже, точки 1=x  - критичні точки. Нанесемо ці точки на вісь та 

визначимо знаки похідної на кожному з інтервалів  
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-1                         1                 x

            -                       +                       -

f x                  ( )                                

)(xf

 
Таким чином, функція спадає, якщо );1()1;( −− x , і зростає, якщо 

)1;1(−x .  За теоремою 2, видимо, що 1−=x  – точка локального мінімуму;  

1=x  – точка локального максимуму. Обчислимо 
5

4

5

)1(
1)1(

5

min −=
−

−−=−= yy ; 

5

4

5

)1(
1)1(

5

max =−== yy . 

Приклад 2.  

Знайти інтервали монотонності, а також локальні екстремуми функції 

x
xxf

1
)(

2
+= . 

Розв’язання.  

Область визначення функції );0()0;( −  . Знайдемо похідну 

0

)
4

1

2
)(

2

1
(2)

2

1
(2

121
2)(

2

33

2

3

2

3

2

3

2
=

++−

=

−

=
−

=−=
x

x
xx

x

x

x

x

x
xxf . 

Похідна )(xf   дорівнює нулю при 
3 2

1
=x  і не існує при 0=x . 

Позначимо ці точки на числовій прямій і визначимо знак похідної на кожному з 

інтервалів 

0                                                x

            -                       -                        +

f x                  ( )                                
3 2

1

)(xf

 

Таким чином, функція спадає, якщо )
2

1
;0()0;(

3
−x , і зростає, 

якщо );
2

1
(

3
x .  Крім того, 

3 2

1
=x  – точка локального мінімуму;  

4

23

4

3

4

21

4

81
2

4

1

2

1

1

4

1
)

2

1
(

3

333

3
3

3

3

33min ==
+

=
+

=+=+== yy . 

Відзначимо, що точка 0=x  не є критичною точкою (у цій точці функція 

невизначена). 

Приклад 3.  
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Знайти інтервалі монотонності, а також локальні екстремумі функції 

3

1
)(

+

−
=

x

x
xf . 

Розв’язання.  

Область визначення функції );3()3;( −−−  . Знайдемо похідну 

=
+

−−+
=

+

+−−+−
==

22
)3(

)1(1)3(1

)3(

)3)(1()3()1(
)(

x

xx

x

xxxx
xf  

22
)3(

4

)3(

13

+
=

+

+−+
=

xx

xx
. Бачимо, що похідна 0)(  xf  ні для яких 

значень х. Тому на вісь нанесемо тільки точку 3−=x , тобто, функція буде 

зростаючій на всій числовій осі.  

              -3                               x

                 +                                  +

f x                  ( )                                

)(xf

 
У точці 3−=x  функція не визначена. 

Приклад 4.  

Дослідити функцію 132
23

−+= xxy . 

Розв’язання.  

Область визначення функції );( − . Похідна xxy 66
2

+= . 

Розв’яжемо рівняння 0=y .  

0,10)1(6066
2

=−==+=+ xxxxxx  – критичні 

точки. Знайдемо другу похідну: 612 += xy .  

Визначимо знак похідної y   у критичних точках: 

066012)0(;066)1(12)1( =+=−=+−=− yy . 

За теоремою 3 робимо висновок, що 1−=x  – точка максимуму, а 0=x  – 

точка мінімуму. Причому 01321)1(3)1(2)1(
23

=−+−=−−+−=−y ; 

11)0(3)0(2)0(
23

−=−+=y . 

Завдання 

Знайти проміжки зростання та спадання функцій, а також їх екстремуми: 

149. 
24

45,0 xxy −= ; 

150. 
1

2
+

=
x

x
y ; 

151. 
44

3
2

++
=

xx

x
y ; 



49 

 

152. 
)4)(1(

1

−−
=

xx
y ; 

153. 
xx

eey
2−−

−= . 

 

Відповіді 

149. 2=x  – точки мінімуму, 0=x  – точка максимуму. Функція зростає 

на );2()0;2( −  , функція спадає на )2;0()2;( −− ; 

150. 1−=x  – точка мінімуму, 1=x  – точка максимуму. Функція зростає 

на )1;1(− , функція спадає на );1()1;( −−  ; 

151. 2=x  – точка максимуму. Функція зростає на )2;2(− , функція 

спадає на );2()2;( −−  ; 

152. 5,2=x  – точка максимуму. Функція зростає на )5,2;1()1;( − , 

функція спадає на );4()4;5.2(  ; 

153. 25,0max =y  при 2ln=x . Функція зростає на )2ln;(− , функція 

спадає на );2(ln  . 

 

5.3. Найбільше та найменше значення функції на відрізку 

Інколи плутають локальний максимум  (мінімум) з найбільшим 

(найменшим) значенням функції, якого вона досягає на відрізку. Локальних 

максимумів і мінімумів функція може мати декілька, тоді як найбільше 

(найменше) значення єдине. 

Щоб визначити найбільше  і найменше  значення функції )(xfy =  на 

відрізку  ba; , потрібно: 

1) знайти похідну )(xf   і критичні точки даної функції; 

2) обчислити значення функції у тих критичних точках, що належать 

інтервалу  ba; , а також в точках a  і b ; 

3) серед одержаних значень вибрати найбільше  та найменше. 

4)  

Приклад 1.  

Знайти найбільше  та найменше значення функції 233)(
23

++−= xxxxf  

на відрізку  2;2− . 

Розв’язання.  

Знайдемо критичні точки, для цього визначимо похідну )(xf   і 

прирівняємо її до нуля: 0363)(
2

=+−= xxxf ; ;0363
2

=+− xx  

=− 0)1(
2

x  12,1 =x . Ця точка належить інтервалу  2;2− . Отже: 

24261282)2(3)2(3)2()2(
23

−=+−−−=+−+−−−=−f ; 
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32331213131)1(
23

=++−=++−=f ; 

426128223232)2(
23

=++−=++−=f . 

Таким чином 24)2( −=−= ffнайм 4)2( == ffнайб . 

Приклад 2.  

Знайти найбільше  та найменше значення функції xxxf ln)(
2

=  на 

відрізку  e;1 . 

Розв’язок.  

Визначимо похідну =+== )(lnln)()ln()(
222

xxxxxxxf =+
x

x
xx

2

ln2  

)1ln2(ln2 +=+= xxxxx . Із умови 0)( = xf  знайдемо критичні точки: 

0)1ln2( =+xx . Так як функція xln  визначена при 0x , то 0x , Тому 

критичну точку знаходимо з умови −==+
2

1
ln01ln2 xx  

e
ex

1
2

1

==
−

. Ця точка не належить проміжку  e;1 . Тому обчислимо лише 

значення функції на кінцях відрізка, тобто у точках 1=x  і ex = . 

;01ln1)1(
2

==f   
22

ln)( eeeef == . Таким чином 
2

)( eeffнайб == , 

0)1( == ffнайм . 

Приклад 3.  

Знайти найбільше  та найменше значення функції xxxf
2

cos)( +=  на 

відрізку 





 

2
;0 . 

Розв’язання.  

Визначимо критичні точки:  

02sin1)sin(cos21)cos()(
2

=−=−+=+= xxxxxxf ; 

12sin =x ; Znnx +


= ,2
2

2 ; Znnx +


= ,
4

. 

Серед отриманих точок виберемо ті, які належать проміжку 





 

2
;0 . Це 

точка 
4


=x . Знайдемо значення функції на кінцях проміжку і в цій точці. 
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10cos0)0(
2

=+=f ; 

4

2

4

2

42

2

4
)

4
(cos

4
)

4
(

2

2 +
=+


=








+


=


+


=


f ; 

2
)

2
(cos

2
)

2
(

2 
=


+


=


f    1)0( == ffнайм ,  

2
)

2
(


=


= ffнайб . 

 

Завдання 

Визначити найбільше та найменше значення функції на зазначеному 

проміжку: 

154. ]3;0[,210156
345

++−= xxxxy ; 

155. ]
2

;0[,2cossin2


+= xxxy ; 

156. ]
3

;
6

[,2


+= xxctgtgxy ; 

157. ];1[,ln2
2

exxxy −= ; 

158. ]3;1[,
8
4

+= x
x

xy . 

Відповіді 

154. ,511)3( == yyнайб  2)0( −== yyнайм ; 

155. ,
2

3
)

6
( =


= yyнайб  1)
2

()0( =


== yyyнайм ; 

156. ,
3

32
=найбy  1=наймy ; 

157. ,12)(
2

−== eeyyнайб  2)1( == yyнайм ; 

158. ,9)1( == yyнайб  5,2)2( == yyнайм . 

 

5.4. Опуклість і вгнутість кривих. Точки перегину 

Крива )(xfy =  називається опуклою на інтервалі );( ba , якщо всі її 

точки, крім точки дотику, лежать нижче довільної її дотичної на цьому 

інтервалі (рис. 5). 

Крива )(xfy =  називається вгнутою на інтервалі );( ba , якщо всі її 

точки, крім точки дотику, лежать вище довільної її дотичної на цьому інтервалі 

(рис. 6). 

Точкою перегину називається така точка кривої, яка відділяє її опуклу 

частину від випуклої (рис. 7). 
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          Рис. 5                                    Рис. 6                                 Рис. 7 

 

Для дослідження графіка функції на опуклість та вгнутість застосовується 

друга похідна функції. 

Теорема 4. Нехай функція )(xfy =  є двічі диференційованою на 

інтервалі );( ba . Тоді: 

1) якщо  );(,0)( baxxf  , то графік функції )(xfy =  опуклий на 

інтервалі );( ba ; 

2) якщо  );(,0)( baxxf  , то графік функції )(xfy =  вгнутий на 

інтервалі );( ba . 

З теореми випливає необхідна умова існування точки перетину. Точки, в 

яких друга похідна )(xf   дорівнює нулю або не існує, називають критичними 

точками другого роду функції )(xfy = . Сформулюємо достатні умови 

існування точок перетину. 

Теорема 5.  Нехай 0x  - критична точка другого роду функції )(xfy = . 

Якщо при переході через точку 0x  друга похідна )(xf   змінює знак, то точка (

0x ; )( 0xf ) є точкою перетину кривої )(xfy = . 

Приклад 1.  

Знайти інтервалі опуклості і вгнутості та точки перетину кривої 

693
23

++−= xxxy . 

 

Розв’язання.    

Знаходимо похідні:  963
2

+−= xxy ;    66 −= xy . 

Розв’язуємо рівняння: 0)( = xy ;   066 =−x ;   0)1(6 =−x ;   1=x , 

тобто, 1=x  – критична точка другого роду. Позначимо цю точку на 

числовій прямій і визначимо знак другої похідної на кожному з інтервалів.  

              1                               x

                   -                                    +

f x                  ( )                                

)(xf
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Якщо 1x , то 0)(  xf  і крива опукла; якщо 1x , то 0)(  xf  і 

крива вгнута. При переході через точку 1=x  друга похідна змінює знак. Отже, 

точка )13;1(  є точкою перетину даної кривої. 

Приклад 2.  

Знайти інтервалі опуклості і вгнутості та точки перегину кривої 

504812
234

−+−= xxxy . 

Розв’язання.  

Визначимо похідні: xxxy 96364
23

+−= ;  967212
2

+−= xxy . 

Знаходимо критичні точки другого роду ( 0)( = xy ): 0967212
2

=+− xx ; 

086
2

=+− xx ; 0)4)(2( =−− xx ; 4,2 21 == xx  – критичні точки 

другого роду. Нанесемо їх на числову пряму і визначимо знак другої похідної 

на отриманих інтервалах. 

              2                    4                                 x

                 +                               -                             +

f x                  ( )                                

)(xf

 
Для );4()2;( +− x  0)(  xf  і крива вгнута. Для )4;2(x  

0)(  xf  і крива опукла, тобто при переході через точки 4і2 21 == xx  

друга похідна змінює знак. Обчислимо )2(y  і )4(y : 62)2( =y  і 206)4( =y . 

Отже точки (2;62) і (4;206) –  точки перегину даної кривої.  

Приклад 3.  

Знайти інтервалі опуклості і вгнутості та точки перегину кривої 

)7ln12(
4

−= xxy . 

Розв’язання.  

Визначимо похідні: )7ln12()7ln12()(
44 −+−= xxxxy = 

=+−=+−=
3343

12)7ln12(4
12

)7ln12(4 xxx
x

xxx );1ln3(16
3

−xx  

.ln144ln348
3

16)1ln3(48))1ln3(16(
22323

xxxx
x

xxxxxy ==+−=−=

Прирівнюємо другу похідну до нуля: 0ln144
2

=xx  




=

=






=

=


.1

,0

0ln

0

2

11

x

x

x

x
 

Так як задана функція існує при );0( x , то одержимо одну критичну точку. 

Це 1=x . Перш ніж визначити знак другої похідної на одержаних інтервалах, 

наведемо графік функції xy ln= . Ця крива має вид як на рис. 8. 
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Рис. 8 

Тепер позначимо на числовій прямій критичну точку другого роду 1=x  і 

визначимо знак другої похідної в околі цієї точки. 

              0                    1                                 x

                                        -                            +

f x                  ( )                                

)( xf

 
Отже, при переході через точку 1=x  друга похідна змінює знак. Якщо 

)1;0(x  – крива вгнута, якщо );1( x  – крива опукла; 7)1( −=y . Точка 

(1;7) – точка перегину даної кривої.  

Завдання  

Знайти точки перегину та інтервали опуклості і вгнутості кривих: 

159. 535
23

+−−= xxxy ; 

160. 
432

236 xxxxy −−+= ; 

161. xy sin= ; 

162. xxy ln
2

= ; 

163. 
x

xey = . 

 

Відповіді 

159. вгнутийопуклий,,перегинуточка );
3

5
()

3

5
;()

27

25
;

3

5
( −−−−− ; 

160. (–3; 294) и (2; 114) – точки перегину,  опуклий,);2()3;( −−−   

вгнутий-(-3;2) ; 

161.   вгнутийопуклий,перегинуточки )2;2()2;2(;0; −+−−+− nnnnn ; 

162. 

вгнутийопуклий,перегину,точка );();0()
2

3
;(

2/32/3

3

2/3
−−−−

−−−
ее

e
e ; 

163. вгнутийопуклий,перегину,точка );2()2;()
2

;2(
2

−−−−−−−−
e

. 
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5.5. Асимптоти кривої 

 

Асимптотою кривої )(xfy = називають пряму, до якої необмежено 

наближається точка кривої при необмеженому віддаленні її від початку 

координат. Існує три типи асимптот: вертикальні, похилі та горизонтальні (рис. 

9-11). 

Пряма cx =  – вертикальна асимптота (рис. 9), якщо =
+→

)(lim
0

xf
cx

 

або . 

Пряма bkxy +=  – похила асимптота (рис. 11), якщо існують скінченні 

границі )0(
)(

lim =
→

kk
x

xf

x

  і bkxxf
x

=−
→

))((lim .  

Увага! Треба розглядати випадки як +→x , так  і −→x . 

Горизонтальною асимптотою графіка функції )(xfy =  при →x  

називають пряму by = (рис. 10), якщо bxf
x

=
→

)(lim . 

 

 

Приклад 1.  

Знайти асимптоти кривої 
15

36
3

34

+

+
=

x

xx
y . 

Розв’язання.  

=
−→

)(lim
0

xf
cx
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Прирівняємо знаменник дробі до нуля і знайдемо точку розриву функції: 

015
3

=+x ; ;
5

13
−=x  3

5

1
−=x , тобто задана функція має розрив другого роду 

у точці .
5

1
3−=x  Тоді пряма 3

5

1
−=x  – вертикальна асимптота даної кривої.  

Рівняння похилої асимптоти шукаємо в вигляді bkxy += . Маємо: 

;
5

6

1
5

3
6

lim
5

36

lim
5

36
lim

)15(

36
lim

)(
lim

344

4

4

3

4

4

4

34

3

34

=

+

+

=

+

+

=
+

+
=

+

+
==

→→→→→

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx

xx

xx

x

xf
k

xxxxx

 

=
+

−−+
=−

+

+
=−=

→→→ )15(5

6301530
lim)

5

6

15

36
(lim))((lim 3

434

3

34

x

xxxx
x

x

xx
kxxfb

xxx

 

;
5

3

5
25

6
15

lim
525

615

lim
)15(5

615
lim

3

2

33

3

33

3

3

3

=

+

−

=

+

−

=
+

−
=

→→→

x

x

xx

x

x

x

x

x

x

xx

xxx

   

;bkxy +=   ;
5

3

5

6
+= xy  ;365 += xy   0365 =−− xy  – рівняння 

похилої асимптоти.  

Для визначення горизонтальної асимптоти знайдемо 

=
+

+
=

→→ 15

36
lim)(lim

3

34

x

xx
xf

xx
 ,

15

3
6

lim
15

36

lim

444

3

4

3

4

4

=

+

+

=

+

+

=
→→

xx

x

xx

x

x

x

x

x

xx
  тобто 

горизонтальних асимптот немає. 

Завдання 

Знайти асимптоти до кривих: 

164. ;
23

1
2

+−
=

xx
y  

165. ;
1

2

23

x

xx
y

++
=  

166. 1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
; 
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167. 
33

1 xy −= ; 

168. 1
/2

+=
x

xey .

Відповіді 

164. 2;1 == xx  - вертикальні, 0=y  - горизонтальна; 

165. 1+= xy  - похила, 0=x  - вертикальна; 

166. x
a

b
y =  - похила; 

167. 0=+ xy  - похила; 

168. 0=x  - вертикальна, 3+= xy  - похила. 

 

5.6. Схема дослідження функції. Побудова графіків функції 

Щоб дослідити функцію та побудувати її графік, треба: 

1) знайти область існування функції, 

2) знайти точки розриву та встановити їх характер, 

3) знайти точки перетину графіка функції з осями координат, 

4) дослідити функцію на періодичність, парність та непарність, 

5) знайти точки локальних екстремумів, значення функції в цих точках, а 

також інтервали монотонності функції, 

6) знайти точки перегину, а також інтервали опуклості та вгнутості, 

7) знайти асимптоти кривої, 

8) дослідити поведінку функції в нескінченно віддалених точках, 

9) побудувати графік функції з урахуванням результатів попередніх 

досліджень. 

 

Приклад 1.  

Дослідити функцію 
3

4
13

x

x
y

+
=  та побудувати її графік. 

Розв’язання.  

Будемо дотримуватися наведеної вище схеми. 

1. Область існування функції – вся числова пряма, окрім точки 0=x , 

тобто );0()0;( − x . 

2. У точці 0=x  функція має розрив. Визначимо якого він роду. Для 

цього знайдемо границі функції в околі точці розриву: 

;
0

113
lim

3

4

00
−=









−
=

+

−→ x

x

x
   ,

0

113
lim

3

4

00
+=









+
=

+

+→ x

x

x
 тобто в 

точці 0=x  функція має розрив другого роду. В усіх інших точках функція 

неперервна.  
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3. Графік перетинає вісь ординат у точці ))(;0( xf . Так як 0=x  не 

входить до області існування, графік вісь ординат не перетинає. Щоб знайти 

точки перетину графіка з  віссю абсцис, розв’яжемо рівняння 0=y , тобто 

0
13

3

4

=
+

x

x
, 013

4
=+x . Це рівняння дійсних коренів не має. Функція не 

перетинає вісь Ох. 

4. Функція неперіодична.  

При дослідженні функції на парність та непарність нагадаємо, що:  

- функція парна, якщо )()( xfxf =− . В цьому випадку вона 

симетрична відносно осі ординат; 

- функція непарна, якщо )()( xfxf −=− . Тоді вона симетрична 

відносно початку координат. 

Якщо не виконуються обидві умови, функція є функцією загального виду. 

Повернемось до заданої функції: 
3

4

3

4
13

)(

1)(3
)(

x

x

x

x
xf

−

+
=

−

+−
=− , тобто 

)()( xfxf −=−  – функція непарна, її графік симетричний відносно початку 

координат. 

5. Знайдемо похідну: =
+−

=















 +
=

23

2433

3

4

)(

3)13(1213

x

xxxx

x

x
y  

=
+−

=
−

=
−

=
−−

=
4

22

6

42

6

26

6

266
)1)(1(3)1(3333912

x

xx

x

xx

x

xx

x

xxx
 

4

2
)1)(1)(1(3

x

xxx ++−
= .  

Розв’яжемо рівняння 0=y , тобто 0)1)(1)(1(3
2

=++− xxx    

.1;1 21 −== xx  

Крім того, похідна невизначена при 0=x . Отже, 0,1,1 321 =−== xxx  – 

критичні точки. Нанесемо ці точки на числову пряму та дослідимо знак 

похідної на кожному з отриманих інтервалів. 

   -1          0           1                   
х

                +              -             -                +

f x                  ( )                                

)(xf

 
 

Таким чином, на інтервалі (-1;0) U (0;1) перша похідна від’ємна і функція 

спадає; на інтервалі );1(U)1;( −−  перша похідна додатна і функція 

зростає. При переході через точку 12 −=x  похідна змінює знак з плюса на 
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мінус і, отже, у цій точці (т. А) існує локальний максимум, причому 

4
1

13

)1(

1)1(3
)1(

3

4

max −=
−

+
=

−

+−
=−= yy . 

При переході через точку 11 =x  похідна змінює знак з мінуса на плюс – 

у  цій точці (т. В) існує локальний мінімум, 4
1

13

)1(

1)1(3
)1(

3

4

min =
+

=
+

== yy . 

У точці 03 =x  функція невизначена. 

6. Знайдемо другу похідну: 

=
−−

=















 −
=

24

3443

4

4

)(

)4)1(4(3)1(3

x

xxxx

x

x
y  

58

3

8

377
1212)444(3

xx

x

x

xxx
==

+−
= . Нанесемо на числову пряму точку х 

= 0, де друга похідна і сама функція не існують. 

 

                 0                              
х

                         -                              +

f x                  ( )                                

)(xf

 
 

На інтервалі )0;(− друга похідна від’ємна, тому крива на цьому 

інтервалі опукла; на інтервалі );0(  друга похідна додатна – крива вгнута, але 

точка х = 0 не є точкою перетину, так як у цій точці функція не існує. 

7. З пункту 2 випливає, що пряма  х = 0 є вертикальною асимптотою.  

Знайдемо похилі асимптоти, якщо вони існують: 

;bkxy +=    3
13

lim

13

lim
)(

lim 4

43

4

=
+

=

+

==
→→→ x

x

x

x

x

x

xf
k

xxx
;  

0
1

lim
313

lim)3
13

(lim))((lim 33

44

3

4

==
−+

=−
+

=−=
→→→→ xx

xx
x

x

x
kxxfb

xxxx

, тобто xy 3=  – похила асимптота. Інших асимптот немає. 

8. Враховуючи проведені дослідження, будуємо графік (рис. 12). 
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Рис. 12 

 

Приклад 2.  

Дослідити функцію 
3 23

2xxy −=  та побудувати її графік. 

Розв’язання.  

Будемо дотримуватися наведеної вище схеми. 

1. Область існування функції – вся числова пряма.  

2. Точок розриву немає. 

3. Точки перетину з осями координат: якщо  х = 0,  то  y = 0; якщо              

y = 0, то х = 0 або х = 2. Отже, крива проходить через точки О(0;0) та  А(2;0). 

4. Функція ні парна, ні непарна, тобто загального віду. Таким чином, 

симетрії немає. 
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5. Знайдемо похідну.  

( ) =
−

−
=−−=


−=

−

3 223

2
23

2

233 23

)2(3

43
)43()2(

3

1
2

xx

xx
xxxxxxy  

=
−

−
=

3 22
))2((

)43(

xx

xx
.

)2(

)
3

4
(

3 24
−

−

xx

xx

  Критичні точки:    х = 0;    х = 2;         х 

= 
3

4
 (у цих точках перша похідна дорівнює нулю або не існує). Нанесемо ці 

точки на числову пряму та дослідимо знак похідної на кожному з отриманих 

інтервалів.  

   0           4/3           2                   
х

                +              -             +                +

f x                  ( )                                

)(xf

 

Отже, на інтервалі );
3

4
()0;( −   перша похідна додатна – функція 

зростає; на інтервалі )
3

4
;0(  перша похідна від’ємна – функція спадає. При 

переході через точку х = 0 похідна змінює знак з плюса на мінус, отже, х = 0 – 

точка максимуму, притому 0)0(max == yy . Оскільки при х = 0 перша похідна 

не існує, то це точка гострого максимуму.  При переході через точку  х = 
3

4
 

похідна змінює знак з мінуса на плюс, отже, у цій точці існує мінімум. 

1,1
3

42

27

32
2

3

4

3

4
)

3

4
(

3

33

2

min −−=−=







−








== yy . 

При переході через точку  х = 2 похідна не змінює знак, тобто ця точка не 

є точкою екстремуму.  

6. Знайдемо другу похідну.   
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Друга похідна не існує при х = 0   та   х = 2. Отже, це критичні точки 

другого роду. Нанесемо ці точки на числову вісь. 

                 0                              
х

                 +                    +                     -

f x                  ( )                                                 2                              

)(xf

 
На інтервалах )2;0()0;( −  друга похідна додатна, тобто на цих 

інтервалах крива вгнута, на інтервалі );2(  друга похідна від’ємна – крива 

опукла. Точка перегину має координати )0;2( . 

7. Знайдемо асимптоті. Вертикальних асимптот немає. Похила асимптота: 

;bkxy +=    1
2

lim
)(

lim

3 23

=
−

==
→→ x

xx

x

xf
k

xx

;   
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Таким чином 
3

2
−= xy  – похила асимптота. 

8. Побудуємо графік функції (рис. 13). 

 
Рис. 13 

 

6. Задачі конкретного плану 

У цьому розділі покажемо застосування вищенаведеної теорії для 

розв’язання задач конкретного плану.  

Приклад 1.  

У наяві є дошки з яких можна побудувати паркан довжиною 200 м. Треба 

відгородити прямокутник подвір’я найбільшої площі, використовуючи для 

однієї сторони двору стінку прилеглого дому (рис. 13).  

Розв’язання.  

Позначимо через х довжину тих сторін паркану, котрі перпендикулярні до 

стіни дому. Тоді довжина сторони, яка паралельна дому, буде 200 - 2х, а площа 

усього двору  
2

2200)2200( xxxxFS −=−== .  
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Рис. 14 

 

Це є функція аргументу х.  За змістом задачі  х змінюється на відрізку 

[0;100]. Задача зводиться до визначення найбільшого значення функції на 

відрізку. Згідно п. 5.2 знаходимо xF 4200 −= . Припускаючи 0=F , 

знаходимо стаціонарну точку 04200 =− x  або 50=x . Так як 04 −=F , то 

тут – максимум. Оскільки  цей максимум – єдиний екстремум, який лежить в 

інтервалі [0;100], то йому і відповідає Fнайб. Отже, розміри двору є 50 м100 м, 

а площа його 5000 м2. Якщо взяти інші розміри, наприклад 45 м 110 м, або 55 

м 90 м, то одержимо подвір’я з меншою площею.  

Приклад 2.  

З круглої колоди діаметром d треба вирізати стояк, який має прямокутний 

переріз і може сприймати найбільше навантаження. Якими повинні бути 

розміри стояка? 

Розв’язання. 

Оскільки стояк є елементом конструкції, що працює на стиск, то він 

сприйматиме найбільше навантаження тоді, коли площа його поперечного 

перерізу буде найбільшою. Таким чином, задача зводиться до визначення 

прямокутника найбільшої площі, який можна вписати в круг діаметром d (рис. 

15). 

Рис. 15 

Нехай x i y – сторони шуканого прямокутника. Тоді 
22

xdy −= , тоді 

площа прямокутника 
22

)( xdxxSS −== , dx 0 , а 

22

22

22

222

22

22 2

2

2
)(

xd

xd

xd

xxd

xd

x
xxdxS

−

−
=

−

−−
=

−

−
+−= . 

х

y d

хх

200 2- х
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0)( = xS  при 
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d
x =  і не існує при dx = . Оскільки функція )(xS  

визначена на інтервалі (0;d), то вона має єдину критичну точку 
2

d
x = . 

Знайдемо другу похідну і визначимо її знак у цій точці. 

.0

2
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SxS  

Функція )(xS  досягає максимуму у цій точці. Тоді 

22

22
222 dd

dxdy =−=−= , а  
2

2

max

d
S = . Отже, найбільше 

навантаження сприймає квадратний стояк зі стороною перерізу, рівною 
2

d
.  

Приклад 3.  

Визначити розміри консервної банки об’ємом V, при яких на її 

виготовлення піде найменше матеріалу. 

Розв’язання.  

Нехай банка має форму циліндра з радіусом основи r і висотою h. Тоді 

повна поверхня банки rhrS += 22
2

. Так як об’єм банки відомий: 

hrV
2

= , то 
2

r

V
h


= , а )(222)(

2

2

2

r

V
r

r

V
rrrSS +=


+== . Знайдемо 

найменше значення функції )(rS : 

)
2

(2)2(2
2

3

2
r

Vr

r

V
r

dr

dS −
=−= .   0=

dr

dS
 при 02

3
=− Vr , отже 

точка екстремуму: 3
0

2
==

V
rr . Визначимо другу похідну. )

2
2(2

32

2

r

V

dr

Sd
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При 0rr =   012)
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V

V
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V
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Sd
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. Отже, при 
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значенні 0rr =  функція )(rS  має мінімум. Це значення найменше на проміжку 

);0(  , оскільки =
→

)(lim
0

rS
r

 і =
→

)(lim rS
r

. Обчислимо висоту 

r
r

r

r

V
h 2

2
2

3

2
=




=


= . Таким чином, для того щоб при заданому об’ємі 

циліндра банка мала найменшу поверхню, її висота має дорівнювати діаметру.  

Приклад 4.  

Посуд з вертикальною стінкою висотою h стоїть на горизонтальний 

площині (рис. 16). На який глибини треба розмістити отвір, щоб дальність 

вильоту води з отвору була найбільшою (швидкість рідини, що витикає за 

законом Торрічеллі дорівнює  gx2 , де х – глибина розміщення отвору; g – 

прискорення вільного падіння)? 

Рис. 16 

 

Розв’язання.  

Позначимо через Н відстань отвору в посудині від горизонтальної 

площини, а через l - її дальність вильоту. Тоді tgxvtl 2== , де t – час 

вильоту води з отвору на площину. З курсу фізики відомо, що 
2

2
gt

H = , звідки 

g

xh

g

H
t

)(22 −
== , тобто  hx 0 . 

Знайдемо найбільше значення функції  l(х): 
)(

2
)(

xhx

xh
xl

−

−
= , 0)( = xl  при 

2

h
x = . Оскільки функція l(х) має тільки одну критичну точку 

2

h
x = , а за 

умовою задачі існує таке положення отвору, при якому дальність вильоту води 

з отвору найбільша, то ця критична точка і є шуканою.  

Приклад 5.  

Нехай електрична лампочка рухається вздовж вертикальної прямої ОВ 

(рис. 17). На якій висоті від горизонтальної площини треба розмістити 

,)(2
)(2

2)( xhx
g

xh
gxxll −=

−
==

h

x

H

O A



67 

 

лампочку, щоб у даній точці А площини (ОА = а) освітленість була 

найбільшою. 

Розв’язання.  

Рис. 17 

З фізики відомо, що освітленість визначається як: 
2

sin

r
kI


= , де k - 

коефіцієнт пропорційності, який залежить від сили світла лампочки;  r  - ВА - 

відстань від лампочки до точки А. Нехай шукана висота ОВ = х, тоді 

22
sin

ax

x

r

x

+
== , а =

+

+==
22

22

)(
ax

ax

x

kxII  
2/322

)( ax

kx

+
= , причому 

за змістом задачі );0( x .  

Маємо 

=
+

−++
=

+

+−+

=
322

2222/122

322

2/1222/322

)(

)3()(

)(

2)(
2

3
)(

)(
ax

xaxaxk

ax

xaxkxaxk

xI

.
)(

)2(
2/522

22

ax

xak

+

−
=    0)( = xI  при 

2
2,1

a
x = .  

Інших критичних точок функція )(xI  не має. Оскільки в інтервалі );0(   

лежить лише одна критична точка  і за умовою задачі існує положення 

лампочки, при якому освітленість у точці А найбільша, то шукана висота 

2

a
OB = . 

Вправи 

169. Тіло масою 25 кг рухається прямолінійно за законом  ).1(ln
2

tS +=

Знайти кінетичну енергію тіла через 2 сек. Після початку руху. 

170. Число 18 розбити на дві такі складові частини, щоб сума їх квадратів 

була найменшою. 

2

a
x =

O A

B

x

a

r
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171. Визначити розміри відкритого басейну з квадратним дном об’ємом 

32 м3 так, щоб на облицювання його стін та дна пішла найменша кількість 

матеріалу.  

172. Вікно має форму прямокутника, який завершується півкругом. 

Периметр вікна дорівнює Р. При яких розмірах сторін прямокутника вікно буде 

пропускати найбільшу кількість світла? 

 

Відповіді 

169. 10 Дж; 

170. 9,9 == ba ; 

171. м2,643 == ha ; 

172. 
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Індивідуальне завдання 1 

 

Знайти похідну функції, за допомогою формул 7 – 8 таблиці похідних: 

Варіант 1 

1. 4 9
3 3 5y x x x= + − +    2. 

5 7

7 2 3
y

x x x
= + −  3. 3 93 2 3y x x x= + −  

4. 
5 7

7 2 3
y

x x x
= + −  5. 4 5

3

3 6
7y x x

x x
= + − +  6.  

3

3 9
12 2y x x

x x
= − − − +  

Варіант 2 

1. 3 7 5
4 7 3 15y x x x= + − +    2. 

2 4 8

7 2 13

2
y

x x x
= + −  3. 5 68 2 7y x x x= + −  

4. 
7 5

1 2 3

5 2
y

x x x
= + −  5. 5 8 1 6

7 2
5

y x x
x x

= − + − +  6.  9 3

3 4

1 9
2 3

3
y x x

x x
= − − − +  

Варіант 3 

1. 13 2 3
6 3 2 4y x x x= + − −    2. 

3 6 78

1 2 3

3
y

x x x
= + −  3. 64 121

6 7
2

y x x x x= + − +  

4. 
17 9

2 1 3

7 7
y

x x x
= + −  5. 15 3

5 7

15 6
3y x x x

x x
= − + − +  6.  4 3

13 8

31 9
5 2y x x

x x
= + − − +  

Варіант 4 

1. 10 12 3
9 3 7 4y x x x= + − −    2. 

32 16 7

1 2 3

3
y

x x x
= + −  3. 5 924 2

7
5

y x x x x= + − +  

4. 
92 6 3

5 4 3 14

7
y

x x x x
= + − +  5. 5 5

5 5

5 6
2 3y x x x

x x
= − + − +  6.  12 4

3 3

3 9
5 2y x x

x x
= + − − +  
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Варіант 5 

1. 6 21 9
6 3 7 4y x x x= + − −    2. 

22 26 8

3 8 3
y

x x x
= + −  3. 6 1914 1

3
6

y x x x x= + − +  

4. 
5 812

7 4 3 24
y

x x x x
= + − +  5. 15 4

4 4

4 6
8 4y x x

x x
= − + − +  6.  2 14

8 9

13 9
7 3y x x

x x
= + − − +  

Варіант 6 

1. 11 2 324
3 7 9

5
y x x x= + − −    2. 

42 6 17

5 2 3

3
y

x x x
= + −  3. 8 7122

7 7
8

y x x x x= + − +  

4. 
62 132

5 4 3 4

2
y

x x x x
= + − +  5. 7 4

4 4

4 8
2y x x x

x x
= − + − +  6.  21 7

7 7

3 9
5 2y x x

x x
= + − − +  

Варіант 7 

1. 5 12 24
7 2 8

5
y x x x= + − −    2. 

52 16

5 2 3

5 2
y

x x x
= + −  3. 3 8 131

3 7
8
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9 312

4 9 6 3
y
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4 7
7y x x x
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5 2y x x
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Варіант 8 

1. 4 41
2 7 1

4
y x x x= + − +    2. 

2 3 6

4 1 2

3 6
y

x x x
= + −  3. 6 9 1

6 2
2

y x x x= + −  

4. 
6 7

1 6 4

2
y

x x x
= + −  5. 6 6

6 6

5 1
7 6

6
y x x

x x
= + − −  6.  8

13 7

3 9
4 2y x x

x x
= − − − +  

Варіант 9 

1. 13 7
1 4 3 7y x x x= − + −    2. 

12 7

7 1 3

2
y

x x x
= + −  3. 8 78 2 2y x x x= + −  

4. 
7 5

2 7 5
2

2
y

x x x
= − + −  5. 3 8

3

1 1 6
7 8

3
y x x

x x
= − + − +  6.  9 3

3 4

3 4
2y x x x

x x
= − − − +  

Варіант 10 

1. 13 5
6 2 3 2y x x x= − + −    2. 

9 7

9 2 3
y

x x x
= + −  3. 5 6 255 6 7y x x x x= + − +  

4. 
84 9

2 8 13
y

x x x
= + −  5. 5 5

5 15

15 6
5 3y x x x

x x
= − + − +  6.  14 3

2 18

3 1
5 2y x x

x x
= + − − +  

Варіант 11 

1. 16 2
6 4 3 7y x x x= − + −    2. 

2 6 81

1 8 13

2
y

x x x
= + −  3. 5 94 1

4 9
5

y x x x x= + − +  

4. 
8 3 4

1 4 3 16

7
y

x x x x
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5

14

7 3

8 6
8 7

5

x
y x

x x
= − + − +  6.  

5

4

18 9

13 3
7 3

5

x
y x

x x
= − − − −  

Варіант 12 

1. 6 9
3 2 3y x x x= − + −    2. 

15 7

2 2 7
7y

x x x
= − + −  3. 7144 7 2y x x x= + −  

4. 
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2 6 3
y

x x x
= + −  5. 15

9

3 6
7 5y x x

x x
= − + − +  6.  5

2 8

3 9
1 2y x x

x x
= − − − +  
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Варіант 13 

1. 10 7 2
4 2 3y x x x= + + −    2. 

12 4 5

7 1 1

2 5
y

x x x
= + −  3. 5 168 2 4y x x x= − + −  

4. 
75 25

12 2 5

5
y

x x x
= + −  5. 15 4

7

1 6
7 2y x x

x x
= − + − +  6.  3 3
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1 3
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y x x

x x
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Варіант 14 

1. 3 12
2 3 2 4y x x x= + − −    2. 

13 5 8

1 2 3

3
y

x x x
= + −  3. 16 7141

7
2

y x x x x= + + − +  

4. 
914

5 7 3
y

x x x
= + −  5. 5 9

55 6

11 6
2y x x x

x x
= − + − +  6.  33 5

33 8

33 9
3 2y x x

x x
= − − +  

Варіант 15 

1. 2 13 7
2 3 7 4y x x x= + − −    2. 

2 8 7

1 24 7

2
y

x x x
= + −  3.

5

174

2 2

x x
y x x= + − +  

4. 
3 78

1 4 3 14
y

x x x x
= + − +  5. 5

5 5

5 6
2 4y x x

x x
= + − − +  6.  

2
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13 9
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y x

x x
= − − − +  

Варіант 16 

1. 
6

7 19
3 2 4

6

x
y x x= + − −    2. 

2 24 7

2 8 3
y

x x x
= + −  3.

4
6 256 3

4

x
y x x x= + − +  

4. 
6 3 7

4 6 3 14
y

x x x x
= + − +  5. 

4
8

4 6

12 2
3

4

x
y x

x x
= − + − +  6.  

14
3

5 9

3 3
7 2

2

x
y x

x x
= − − − +  

Варіант 17 

1. 10 2 13
5 4 7 9y x x x= + − −    2. 

3 14 7

3 1 3

2
y

x x x
= + −  3. 52 64 2

9
3

y x x x x= + − +  

4. 
3922 12

9 4 13 4
y

x x x x
= + − +  5. 5 24

14 34

4 8
5y x x x

x x
= − + − +  6.  9 3

72 17

3 9
8 2y x x

x x
= + − − +  

Варіант 18 

1. 15 12 12
9 2 7 2y x x x= − + −    2. 

5 6 17

1 2 3

5 2
y

x x x
= + −  3.

7

944 7
7 2

x x
y x x= + − +  

4. 
9 9 5

14 6 9 5
y

x x x x
= + − +  5. 7 5

9 8

4 5
7 2y x x

x x
= − + − +  6.  6

3 4

5 4
1 6y x x

x x
= + − − +  

Варіант 19 

1. 3 51
5 9

3
y x x x= + − −    2. 

11 53 6

9 1 7

3 6
y

x x x
= + −  3. 6 12 1

6 2
9

y x x x= + + −  

4. 
4512

5 6 45
y

x x x
= + −  5. 16 6

12 6

5 1
7y x x

x x
= − + − −  6.  81

5 17

3 5
1 3y x x

x x
= − − − +  

Варіант 20 

1. 3 17
1 2 3 12y x x x= − + −    2. 

2 27

4 1 3

5
y

x x x
= + −  3. 18 78 2 5y x x x= − + −  

4. 
5 75

22 7 25

2
y

x x x
= + −  5. 5 6

9

1 4 6
4 6

5
y x x

x x
= − + − +  6.  19 3

31 45

3 4
8y x x x

x x
= − − − +  
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Індивідуальне завдання 2 

Знайти похідну функції, за допомогою формул 9–20 таблиці похідних: 

Варіант 1 

1. 7lny x=  -2 sin x  2. 8cosy x= - 5
x

e−  3. 7cosy x= 9arcsin x+  

4. 7y ctgx= 5
x

+ 6arcsin x+  5. 3y arctgx= 4tgx−  6. 2arccosy x= 3arcctgx−  

Варіант 2 

1. 5y arctgx= 7ctgx−  2. 7y tgx= 2
x

+ 9arcsin x+  3. 2siny x= 3arccos x+  

4. 4cosy x= - 6
x

e−  5. 8lny x=  -5sin x  6. 2arcsiny x= arctgx−  

Варіант 3 

1. 15y arctgx= 6
x

e−  2. 2arcsiny x= 7
x

+  3. 8siny x= 6arctgx−  

4. 8lny x= 12ctgx−  5. 14cosy x= -3sin x  6. 7y tgx= 7 arccos x+  

Варіант 4 

1. 32arcsiny x= 6ctgx−  2. 15y arctgx= -7 sin x  3. 14cosy x= 15arccos x+  

4. 22y tgx= 6
x

e−  5. 8siny x=  9
x

+  6. 4lny x= 2arctgx+  

Варіант 5 

1. 4cosy x= 3arccos x+  2. 9arcsiny x= 4ctgx−  3. 6y arctgx= +8sin x  

4. 3siny x= 22
x

e+  5. 18lny x= 15
x

+  6. 72y tgx= 23arctgx−  

Варіант 6 

1. 7 5 2
x

y tgx= −   2. 19arcsin 2y x tgx= −  3. 18 2y ctgx arcctgx= −  

4. 4sin 7lny x x= −  5. 6 9
x

y arctgx e= +  6. 4cos 7arcsiny x x= −  

Варіант 7 

1. 2 5 arccosy ctgx x= −   2. 19sin 12y x tgx= −  3. 8 2y tgx arctgx= −  

4. 8cos 7
x

y x e= −  5. 5arcsin 4
x

y x e= +  6. 55ln 7arcy x ctgx= −  

Варіант 8 

1. 5arc 3
x

y tgx e= +  2. 5ln 7arcsiny x x= −  3. 18sin 4 9
x

y x= −   

4. 3 2y ctgx arctgx= −  5. 9cos 52y x ctgx= −  6. 2 7 arccosy tgx x= −   

Варіант 9 

1. 2cos 8y x ctgx= −  2. 11sin 4 8
x

y x= −   3. 5ln 7arcsiny x x= −  

4. 12 6arccosy tgx x= −  5. 25arc 6
x

y tgx e= +  6. 7 21y ctgx arctgx= −  

Варіант 10 

1. 6 2y tgx arctgx= −  2. 99arc 12
x

y ctgx e= +  3. 12 16arccosy ctgx x= −  

4. 6ln 4arcsiny x x= −  5. 11 sin 45
x

y x= − −  6. 2arcsin 9y x ctgx= −  

Варіант 11 

1. 25lny x=  +5 sin x  2. 18cosy x= 5
x

e−  3. 3cosy x= 15arcsin x+  

4. 12y ctgx= 12
x

+ 5arcsin x+  5. 7y arctgx= 14tgx−  6. 12arccosy x= 30arcctgx−  

Варіант 12 

1. 15y arctgx= 2ctgx−  2. 7y tgx= 5 7
x

+  9arcsin x+  3. 2arcsiny x= 3arccos x+  

4. 4cosy x= 6
x

e−  5. 8lny x=  -5sin x  6. 2siny x= arctgx−  
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Варіант 13 

1. 8y arctgx= 9
x

e−  2. 2arcsiny x= 2 4
x

+   3. 18siny x= 6 arctgx− +  

4. 27lny x= 12 ctgx− −  5. 4cosy x= -3 sin x  6. 3y tgx= 7 arccos x+  

Варіант 14 

1. arcsiny x= 6 ctgx− +  2. 15y arctgx= -7 sin x  3. 13cosy x= 15arccos x+  

4. 11y tgx= 6
x

e−  5. 8siny x=  6 9
x

+   6. 4lny x= 2arcctgx+  

Варіант 15 

1. cosy x= 3arccos x+  2. 9arcsiny x= 4ctgx−  3. 6y arcctgx= +8sin x  

4. 3 siny x= + 22
x

e+  5. 9lny x= 2 5
x

+   6. 24y tgx= 2 3arctgx− −  

Варіант 16 

1. 7 4 7
x

y ctgx= −   2. arcsin 4y x ctgx= −  3. 1 8 2y tgx arctgx= + −  

4. 2sin 12lny x x= −  5. 7 3
x

y arcctgx e= +  6. 14cos 4arcsiny x x= −  

Варіант 17 

1. 12 arccosy tgx x= −  2. 9sin 12y x ctgx= −  3. 2 29y ctgx arctgx= −  

4. 16cos 4
x

y x e= −  5. 5arcsin 45
x

y x e= +  6. 6ln 4arcy x ctgx= −  

Варіант 18 

1. 56arc 38
x

y ctgx e= +  2. 52ln 11arcsiny x x= −  3. 9sin 7 6
x

y x= −   

4. 3 2 21y tgx arctgx= + −  5. 7cos 9y x tgx= −  6. 2 7 2arccosy ctgx x= − +  

Варіант 19 

1. cos 8y x ctgx= −  2. 12sin 4 3
x

y x= −   3. 15ln 7 2arcsiny x x= − −  

4. 13 7arccosy tgx x= −  5. 15arc 88
x

y ctgx e= +  6. 17 21y ctgx arctgx= −  

Варіант 20 

1. 16 4 2y tgx arcctgx= − −  2. 9arc
x

y tgx e= +  3. 6 17arccosy ctgx x= −  

4. 16ln 4arcsiny x x= −  5. 11sin 2 45
x

y x= −   6. 2arccos 9y x ctgx= −  

 

Індивідуальне завдання 3 

 

 

 

Знайти похідну функції, за допомогою основних правил диференціювання 

(формули 1 – 6): 

 

Варіант 1 

1. 16y tgx arcctgx=   2. 9arc
x

y tgx e=   3. 6 cosy ctgx arc x=   

4. 16 ln

arcsin

x
y

x
=  5. 11sin

45
x

x
y =  6. 

2 arccos

9

x
y

ctgx
=

−
 

Варіант 2 

1. 
16tgx

y
arcctgx

=  2. 9arc
x

tgx
y

e
=  3. 6

cos

ctgx
y

arc x
=  

4. 16ln arcsiny x x=   5. 11sin 45
x

y x=   6. 2arccosy x ctgx=   
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Варіант 3 

1. cosy x ctgx=   2. 12sin 3
x

y x=   3. 15ln arcsiny x x=   

4. 13

arccos

tgx
y

x
=  5. 15arc

x

ctgx
y

e
=  6. 

17ctgx
y

arctgx
=  

Варіант 4 

1. 
3cos x

y
ctgx

=  2. 12sin

3
x

x
y =  3. 15ln

2arcsin

x
y

x
=  

4. 13 arccosy tgx x=   5. 15arc
x

y ctgx e=   6. 17y ctgx arctgx=   

Варіант 5 

1. 56arc
x

y ctgx e=   2. 52ln arcsiny x x=   3. 9sin 6
x

y x=   

4. 
2tgx

y
arctgx

=  5. 
7 cos

9

x
y

tgx
=  6. 2

7 arccos

ctgx
y

x
=  

Варіант 6 

1. 56arc

38
x

ctgx
y

e
=  2. 2 ln

arcsin

x
y

x
=  3. 9sin

7 6
x

x
y =


 

4. 2y tgx arctgx=   5. 7cosy x tgx=   6. 2 arccosy ctgx x=   

Варіант 7 

1. 12 arccosy tgx x=   2. 9siny x ctgx=   3. 2y ctgx arctgx=   

4. 
16

cos

x
e

y
x

=  
5. 5arcsin xy

x
e

=  
6. 

6 ln

arc

x
y

ctgx
=  

Варіант 8 

1. 12

arccos

tgx
y

x
=  2. 9sin

ln

x
y

x
=  3. 

2

9

ctgx
y

arctgx
=  

4. 16cos
x

y x e=   5. 5arcsin
x

y x e=   6. 6ln arcy x ctgx=   

Варіант 9 

1. 7 7
x

y ctgx=   2. arcsiny x ctgx=   3. 8y tgx arctgx=   

4. 2sin

ln

x
y

x
=  5. 7

x

arcctgx
y

e
=  6. 14 cos

arcsin

x
y

x
=  

Варіант 10 

1. 7

7
x

ctgx
y =  2. 

arcsin x
y

ctgx


=  3. 

2arctgx
y

tgx
=  

4. 2sin lny x x=   5. 7
x

y arcctgx e=   6. 14cos arcsiny x x=   

Варіант 11 

1. cosy x=  arccos x  2. 9arcsiny x=  ctgx  3. 6y arcctgx= sin x  

4. 3 sin
x

x
y

e

+
=  5. 

9 ln x
y

arctgx
=  6. 

24 3
x

y
tgx


=  
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Варіант 12 

1. cos

3arccos

x
y

x


=  2. 

9 arcsin x
y

ctgx
= 4ctgx−  3. 6

sin

arcctgx
y

x
=  

4. (3 sin )y x= + 
x

e  5. 9lny x= 5
x

  6. 24y tgx= arctgx  

Варіант 13 

1. 6y ctgx arctgx=   2. 4arccos 8
x

y x=   3. 2 arcsiny tgx x=   

4. 6 arccos

ln

x
y

x
=  5. 7 sin

5
x

x
y

+
=  6. 

2 ar

9

tgx
y

ctgx
=

−
 

Варіант 14 

1. 
16 tgx

y
arctgx

+
=  2. 9 arc

2
x

tgx
y

e

+
=

−
 3. 6 cos

arcsin

x
y

x
=  

4. (16 ln ) arcsiny x x= +   5. 12sin 4
x

y x=   6. (2 arccos )y x tgx= +   

Варіант 15 

1. 
3 cos x

y
tgx

−
=  2. 2sin

6
x

x
y =  3. 5ln

2 arcsin

x
y

x
=

+
 

4. (3 ) arccosy tgx x= −   5. 7arc
x

y tgx e=   6. (7 )y ctgx arctgx= −   

Варіант 16 

1. (6 arc )
x

y ctgx e= +   2. 2ln (5 arcsin )y x x=  +  3. 4sin 9
x

y x=   

4. 
2 tgx

y
arcctgx

−
=  5. 

7 cos

9

x
y

tgx
=

−
 6. 2

7 ln

ctgx
y

x
=  

Варіант 17 

1. 5 6arc

3
x

ctgx
y

e

−
=  2. 2 ln

arccos

x
y

x

+
=  3. ln

2 6
x

x
y =


 

4. (2 sin )y x arctgx= +   5. (7 cos )y x tgx= −   6. 44y ctgx x=   

Варіант 18 

1. 12 lny tgx x=   2. 9sin 8
x

y x=   3. (2 )y ctgx arctgx= +   

4. 
6

cos

x
e

y
x

+
=  

5. 5 arcsin

4

xy
x

e

−=  
6. 

6 ln

5 arc

x
y

tgx
=

+
 

Варіант 19 

1. 7

2 arccos

ctgx
y

x
=

−
 2. 8sin

ln 5

x
y

x
=

+
 3. 

2

9

ctgx
y

arctgx

−
=  

4. 16cos (2 )
x

y x e=  −  5. 5arcsin lny x x=   6. 56 arcy x ctgx=   

Варіант 20 

1. (7 ) 7
x

y ctgx= +   2. ( arcsin )y x ctgx= −   3. (8 )y tgx arcctgx= +   

4. 2 sin

5ln

x
y

x

−
=  5. 7

4
x

arctgx
y

e
=

−
 6. 4cos

4 arcsin

x
y

x
=

−
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Індивідуальне завдання 4 

Знайти похідну складної функції, користуючись формулою 21: 

Варіант 1 

1. 
2

16 3y tg x arcctg x= +  2. 
3 3

9arc
x

y tgx e= +  3. 
3

6 cos(7 )y ctg x arc x= +  

4. 6 ln arcsiny x x=   5. 
2 2

11sin 5
x

y x=   6. 
2 2

2arccosy x ctg x=   

7. 
3 2

16 ln

arcsin

x
y

x
=  8. 

11 sin

4 5
x

x
y =

+
 9. 

3

3

2 arccos

9

x
y

ctg x
=  

Варіант 2 

1. 
3

5 7y cos x arctg x= +  2. 
3 3

9sin 5
x

y x= +  3. 
347 ln(4 )y tg x x= +  

4. 6
6 2 arcsiny ctg x x=   5. 

2 2
11arcsin

x
y x e=   6. 

2 3
2cosy x tg x=   

7. 
2 2

6 ln 3

arcsin 2

x
y

x
=  8. 

2

sin 5

5 ln

x
y

x
=  9. 

2

4

2 arc 4

9

ctg x
y

tg x
=  

Варіант 3 

1. 
5 3

2
x

y e ctg x= +  2. 
3 3

9sin cosy x x= +  3. 
3

2 (4 )y ctg x tg x= +  

4. 3 ln 2 arcsiny x x=   5. 
2 2

11arcsin cosy x x=   6. 
2 3

2 arcsiny ctgx x=   

7. 
2

4

ln 3

3arccos 2

x
y

x
=  8. 

5

cos 5

5 ln

x
y

x
=  9. 

3

3

3arc 3tg x
y

tg x
=  

Варіант 4 

1. 
2

2cos3 9lny x x= +  2. 
3

9arcsin 3y x tg x= +  3. 
3

6 cos(7 )y ctg x arc x= +  

4. 6 ln arcsiny x x=   5. 
2 2

11sin 5
x

y x=   6. 
2 2

2arccosy x ctg x=   

7. 
3 2

16 ln

arcsin

x
y

x
=  8. 

11 sin

4 5
x

x
y =

+
 9. 

3

3

2 arccos

9

x
y

ctg x
=  

Варіант 5 

1. 
3

12 5 3y cos x arctg x= +  2. 
3 3

9sin 5
x

y x= +  3. 
4 3

7 (7 )
x

y e arctg x= +  

4. 
4

4 sin 4 arccosy x x=   5. 
7 7

7arcsin
x

y x e=   6. 
4 4

4cos lny x x=   

7. 
2 5
2ctg x

y
x

=  8. 
4

cos 3

3ln

x
y

x
=  9. 

7

7

arc 7

7

ctg x
y

tg x
=  

Варіант 6 

1. 
5

5ln 5y x ctg x= +  2. 
4 4

4sin cosy x x= +  3. 
666 (6 )y ctg x tg x= +  

4. 3 33 ln 3 arcsiny x x=   5. 
8 8

8arcsin cosy x x=   6. 
5 3

3 arcsiny ctgx x=   

7. 
5 5

4

sin 3

6 ln 2

x
y

x
=  8. 5

c 5

5
x

tg x
y

e
=  9. 

7

4

3arc 5ctg x
y

ctg x
=  

Варіант 7 

1. 
2

16ln 3 cosy x x= +  2. 
4 3

2arc 4
x

y tgx e= +  3. 3
7 cos(2 )y tg x arc x= +  

4. 6 sin arcsiny x x=   5. 
4 4

8sin 4
x

y x=   6. 
6 6

6arccosy x ctg x=   

7. 
9

9 ln

arcsin

x
y

x
=  8. 

2

8 sin

5
x

x
y

e
=

+
 9. 

3

3

20 cos x
y

ctg x
=  
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Варіант 8 

1. 
8

2 8 arcsiny ctg x x= +  2. 
4

4sin ln 4y x x= +  3. 
774 ln(7 )y tg x x= +  

4. 2
2 6 arcsin(2 )y tg x x=   5. 

7 4
arccos

x
y x e=   6. 

5 7
5cosy x tg x=   

7. 
3 2

ln (3 )

arcsin 5

x
y

x
=  8. 

2

6

6 cos

tg x
y

x
=  9. 

4

4

2 arc (4 )tg x
y

tg x
=  

Варіант 9 

1. 
7 6

5
x

y e tg x= +  2. 
5 5

3sin cosy x x= +  3. 
4342 cos(3 )y tg x x= +  

4. 4
3 sin 5

x
y x e=   5. 

8 5
2arc cosy ctg x x=   6. 

2 3
2cos(3 ) lny x x=   

7. 
2

4

ln 3

3arccos 2

x
y

x
=  8. 

5

cos 5

5 ln

x
y

x
=  9. 

3

3

3arc 3tg x
y

tg x
=  

Варіант 10 

1. 4
4ln 4 arcsiny x x= +  2. 3 3

2arcy tgx tg x= +  3. 555 cos(2 )y ctg x arc x= +  

4. 4 sin arcsiny x x=   5. 7 2
7sin (7 ) 7

x
y x=   6. 2 3

3cos 2y x arcctg x=   

7. 
3 2

4

6 ln

cos 5

x
y

x
=  8. 

2
3

sin
x

x
y

e
=  9. 

8

3

cos

8

x
y

arctg x
=  

Варіант 11 

1. 3
4 4 2y cos x arctg x= +  2. 3 3

sin 9 2
x

y x= +  3. 4 37siny x arctgx= +  

4. 4
5 sin 3 cos(5 )y x arc x=   5. 8 2

4arcsin
x

y x e=   6. 7 3
4 cos lny arc x x=   

7. 
2

5
2

tg x
y

x
=  8. 

2

4

cos 4

4 ln

x
y

x
=  9. 

3

7

arc 3

3

tg x
y

ctg x
=  

Варіант 12 

1. 5 5
5

x
y e tg x= +  2. 8 2

2sin 4cosy x x= +  3. 333 3 (3 )y ctg x tg x= +  

4. 4 44 ln 4 arcsiny x x=   5. 6 2
3arcsin cosy x x=   6. 5 3

7cos lny x x=   

7. 
5 5

4

sin

2

arc x
y

x
=  8. 5

7

2
x

tg x
y =  9. 

7

4

3arcsin 5x
y

arcctg x
=  

Варіант 13 

1. 3 2
7cos

x
y e x= +  2. 4

4arc 14ln 4y ctgx x= +  3. 5
2 cos(2 )y ctg x x= +  

4. 7 sin arcy x tg x=   5. 4 4
5sin cos(4 )y x x=   6. 5 5

5arccosy x tg x=   

7. 
3

4 ln

arcsin 3

x
y

x
=  8. 

2

8 sin 2

cos

x
y

x
=  9. 

3

3

cos
3

x
y

tg x
=  

Варіант 14 

1. 5
8 2 arcsiny ctg x x= +  2. 3

3sin 4ln 4y x x= +  3. 434 5ln(7 )y tg x x= +  

4. 6
3 arcsin(2 )y tg x x=   5. 6 5

arccos
x

y x e=   6. 3 7
5cos(3 )y x tg x=   

7. 
4 7

ln (3 )

arcsin 9

x
y

x
=  8. 

3

5

5 cos

ctg x
y

x
=  9. 

4

2

2 arc (3 )ctg x
y

tg x
=  
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Варіант 15 

1. 3 2
6 8

x
y e tg x= +  2. 5 7

8sin 5cosy x x= +  3. 343 cos(4 )y tg x x= +  

4. 2
2 sin 7

x
y x e=   5. 4 5

9arc cos(4 )y ctg x x=   6. 4 3
8cos(5 ) lny x x=   

7. 
6

5

ln 3

2arccos

x
y

x
=  8. 

5

cos

5

arc x
y

tgx
=  9. 

7

3

3arc (4 )tg x
y

ctg x
=  

Варіант 16 

1. 4 6
4 6arcsin

x
y x= +  2. 6 3

2arc 5y ctgx tg x= +  3. 232 3 cos(5 )y ctg x arc x= +  

4. 4 ln arcsiny x x=   5. 4 7
7 sin 4

x
y arc x=   6. 12 3

9cos 3y x arctg x=   

7. 
3 2

4
2cos9

ctg x
y

x
=  8. 

2

sin 3

6
x

x
y

e
=  9. 

5

2

cos

6

x
y

arctg x
=  

Варіант 17 

1. 5
5 12y cos x arctg x= +  2. 3 3

3sin 2 9
x

y x= +  3. 8 32sin 5y x arcctgx= +  

4. 4
15 sin 3 cos(5 )y x x=   5. 6 7

3arcsin
x

y x e=   6. 5 3
4arcsin lny x x=   

7. 
4

5
3

tg x
y

x
=  8. 

2

4

cos

5 ln

x
y

x
=  9. 

3

3

arc 2

3

tg x
y

tg x
=  

Варіант 18 

1. 4
2ln 5 4y x tg x= +  2. 5 3

6sin(5 ) 4cosy x x= +  3. 432 5 (7 )y tg x ctg x= +  

4. 3 42 ln 7 arcsiny x x=   5. 5 2
3arcsin cos(6 )y x x=   6. 5 3

7 cos lny arc x x=   

7. 
55

4

sin(7 )

6

x
y

x
=  8. 

5

9 6
x

tg x
y

e

+
=  9. 

7

4

arcsin 5x
y

ctg x
=  

Варіант 19 

1. 5
4cos 4 arcy x tg x= +  2. 3 3

2arc 7y tgx ctg x= +  3. 857 cos(7 )y tg x arc x= +  

4. 4 sin 4 arcsiny x x=   5. 7 2
2sin (4 ) 7

x
y x=   6. 5 2

3cos 4y x arcctg x=   

7. 
2 3

2

3 ln

2 cos 4

x
y

x
=  8. 2

3

sin 5

6
x

x
y

e
=  9. 

3

5

cos

6

x
y

arcctg x
=  

Варіант 20 

1. 5 3
3 4 2y cos x arctg x= +  2. 3 3

7sin 2 6
x

y x e= +  3. 4 37 cos 4y x arctgx= +  

4. 4
8 sin 3 cos(5 )y x x=   5. 8 6

4sin 2y x ctg x=   6. 7 3
4cos lny x x=   

7. 
2

3
2

ctg x
y

x
=  8. 

2

4

cos 7

9 ln

x
y

x
=  9. 

3

7

arc 5

3

tg x
y

ctg x
=  

 

Індивідуальне завдання 5 

Знайти похідну оберненої, неявної, параметрично заданої та 

логарифмічної функцій, за допомогою формул 22, 23 або 24: 

Варіант 1 

1. 3 3
sin cosx y y= +  

2. 
2

2

2 ,

2 ;

x t t

y t t

 = −


= +

 3. ( )
3 2

3
cos 4

x

y x=  

4. sin cos cos2 0x y y y− + =  5. 2( sin ),

2(1 cos );

x t t

y t

= −


= −

 6. ( )
cos2x

y tgx=  
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Варіант 2 

1. sin y
x e=  

2. 
2

2

sin ,

cos ;

x t

y t

 =


=

 
3. ( )

cos
3

x
y tg x=  

4. cos cos 2 0
y

xe x y− + =  
5. 

3

3

2sin ,

2 cos ;

x t

y t

 =


=

 
6. ( )

sin5
ln

x
y x=  

Варіант 3 

1. 2
cosx y y= +  

2. 
2

2 ,

ln ;

x t t

y t

 = −


=

 3. ( )2
x

y ctg x=  

4. sin 2 cos cos( ) 0y x x y xy− + =  
5. 

sin ,

cos ;

x t t

y t t

=


= −
 6. ( )

ln x
y arctgx=  

Варіант 4 

1. 5cosx ctgy y= +  
2. 

2

3

3sin ,

cos ;

x t

y t

 =


=

 
3. ( )

5 2
sin 4

x
y x

+
=  

4. 2 cos cos 2 0
y

e y x x y− + =  
5. 

2

3

7 ,

2 cos ;

x ctg t

y t

 =


=

 6. ( )5 ln
ctgx

y x=  

Варіант 5 

1. 4 2
2sin 4cosx y y= +  

2. 
2

2

arcsin ,

ln( 2 );

x t

y t t

 =


= +

 
3. ( )

52 2
cos

x
y x=  

4. cos 8 0
y

xe x ytg x− + =  
5. 

3 ( sin ),

(1 7 cos );

x t t

y t

 = −


= −

 
6. ( )

cos2
sin

arc x
y x=  

Варіант 6 

1. cos
5

y
x y e= +  

2. 
2

2

sin ,

cos ;

x arc t

y arc t

 =


=

 
3. ( )

cos
5 3

arc x
y tg x=  

4. 2 2cos cos 2 0
xy

ye x y− + =  
5. 

3
sin ,

2 cos ;

x arc t

y t

 =


=

 
6. ( )

sin5
arcsin

x
y x=  

Варіант 7 

1. 2
3 5x y ctgy= +  

2. 
2

2 ,

3 ;
t

x t t

y e

 = −


=

 
3. ( )

ln
2

x

y arctg x=  

4. 4 cos 2 cos( ) 0yx x y xy− + =  
5. 

sin ,

cos 3 ;

x t t

y t t

 =


= −
 

6. ( )
4ln

3
x

y ctg x=  

Варіант 8 

1. 5cosx ctgy y= +  
2. 

2

3

3sin ,

cos ;

x t

y t

 =


=

 
3. ( )

5 2
sin 4

x
y x

+
=  

4. 2 cos( ) cos6 0
y

xe xy x y− + =  
5. 

7 2
,

2cos3 ;

x ctg t

y t

 =


=
 6. ( )

3
2

cos
ctgx

y x=  
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Варіант 9 

1. 3 3
5sin cos 7x y y= +  

2. 
2 3

( 2 ) ,

2 ;

x t t

y tg t

 = −


=
 3. ( )

8sin x

y ctg x=  

4. 2 sin3 cos (2 ) 0x y x y tg xy− + =  
5. 

5 (1 cos );

x ctg t

y t

 =


= −

 6. ( )
cos

4 2
x

y tg x=  

Варіант 10 

1. arccos2 y
x e=  

2. 
sin ,

cos ;

x t

y t

 =


=

 
3. ( )

4cos 4
3

x
y ctg x=  

4. 2 3 cos cos 2 0
x

ye y x y− + =  
5. 

2

sin ,

cos ;

x arc t

y arc t

=


=
 6. ( )

3

arccos
x

y x=  

Варіант 11 

1. 2
3 2cosx y y= +  

2. 
3

3 2 ,

;
t

x t t

y e

 = −


=

 3. ( )
1

2
3 xy ctg x=  

4. 3sin( ) cos 0xy x y ytgx− + =  
5. 

2

sin ,

( cos ) ;

x t t

y t t

 =


= −

 6. ( )
2

5 xy tg x=  

Варіант 12 

1. 3 5cos2x ctgy y= +  
2. 

4

2

3sin ,

3cos ;

x t

y t

 =


=

 
3. ( )

(5 2)
cos 3

tg x
y x

+
=  

4. 2
cos ln 5 0

y
xe y x x y− + =  

5. 
2

2

2 2 ,

2 cos 3 ;

x tg t

y t

 =


=

 
6. ( )

2
ctgx

y x=  

Варіант 13 

1. 2 4
2 4sin 4

y
x e y y= + +  

2. 
2

4arcsin 2 ,

cos ;

x t

y t

=


=
 3. ( )

1

xy x=  

4. 2 2
9 2 8 ln 0

y
e y tgx y x− + =  

5. 
5cos ,

cos 6 ;

x x

y t

 =


=
 

6. ( )
cos5

ln
arc x

y x=  

Варіант 14 

1. cos
2sin 5

y
x y= +  

2. 
2

2

2 ,

2 cos ;

x arctg t

y arc t

 =


=

 
3. ( )

cos
3

arc x
y ctg x=  

4. 2
6 2 cos ln 2 0

xy
y x y− + =  

5. 
3

3 ,

2 sin ;

x arctg t

y t

 =


=

 
6. ( )

sin 4
arccos 2

x
y x=  

Варіант 15 

1. 2
3ln 5 3x y tg y= +  

2. 
3

3cos ,

3 ;
t

x t

y e

=


=
 3. ( )

3ln
2

x

y ctg x=  

4. 5 cos 2 3cos( ) 0x y xy+ =  
5. 

in ,

cos 3 ;

x t s t

y t t

 =


=
 

6. ( )
4

3
x

y tg x=  
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Варіант 16 

1. 5 5cos5x tgy y= +  
2. 

2

3

4sin ,

cos ;

x t

y t

 =


=

 
3. ( )

5 2x
y x

+
=  

4. 2 ( ) cos6 0
y

x e tg xy x y+ − + =  
5. 

3 2
3 ,

2 ;

x tg t

y t

 =


=

 6. ( )
2

3ln
tgx

y x=  

Варіант 17 

1. 4 2
2 ln 4cx y y tg y= +  

2. 
2

ln ,

(4 2 );

x t

y ctg t t

=


= +
 

3. ( )
4 ln

cos 3
x

y x=  

4. cos 0
x

y x yctgx
y

− + =  5. 
4 ,

cos ;

x tgt

y t t

=


=
 6. ( )

ln
sin

x
y x=  

Варіант 18 

1. 4
2 5sin 3x y y= +  

2. 
3

sin 2 ,

2 cos ;

x t

y arc t

 =


=

 3. ( )
cos3

3
x

y tg x=  

4. 3 3 cos(2 ) 0x yctgx xy− + =  
5. 

3 ,

2sin ;

x ctgt

y t

 =


=

 
6. ( )

sin
arcsin 3

x
y x=  

Варіант 19 

1. 21
3 2x ctgy

y
= +  2. 

ln 2 ,

2 ;
t

x t

y e

=


=
 3. ( )2

x

y arctg x=  

4. 4
cos( ) 0

y
xctgy xy

x
− + =  

5. 
cos ,

cos 3 ;

x t t

y t

 =


=
 6. 

4ln
1

2

x

y
x

 
=  

+ 
 

Варіант 20 

1. 2
6 5cosx tgy y= +  

2. 
3

,

cos ;

x ctgt

y t

=


=

 3. ( )
1

sin 4 xy x=  

4. 2 ( ) cos 0
y

xe tg xy x y− + =  
5. 

2
,

2cos3 ;

x ctgt

y t

 =


=

 6. 
3

1
cos

ctgx

y
x

 
=  

 
 

 

 

Індивідуальне завдання 6 

 

Знайти похідні другого порядку заданих функцій, за допомогою формул 

34, 35. 

 

Варіант 1 

1. 
2

x
y xe=  

2. 3 3
3x y xy+ =  

3. 
2

arcsin ,

ln(1 );

x t

y t

=


= −
 

Варіант 2 

1. 
3

1

1
y

x
=

+
 

2. ln( )x y y x+ = −  

3. 
cos ,

sin ;

x at t

y at t

=


=
 

Варіант 3 

1. 2
(1 )y x arctgx= +  

2. x y
e xy

+
=  

3. 
sin ,

cos ;

t

t

x e t

y e t

 =


=

 

Варіант 4 

1. 2
(4 )y x= −  

2. 2
4

y
e xy y+ =  

3. 
2

,

/ 2.

x arctgt

y t

=


=
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Варіант 5 

1. 2
ln( 1 )y x x= + +  

2. ( ) 2tg x y y x+ = −  

3. 
3 2

3 cos 3 ,

2 sin ;

x t

y t t

 =


=

 

Варіант 6 

1. 3
4cos 3cosy x x= −  

2. 5
sin

x y
e xy

+
=  

3. 
sin ,

cos 2 ;

t

t

x e t

y e t

 =


=

 

Варіант 7 

1. 2
sin lny x x=   

2. 3 3
2 3x xy x y+ =  

3. 
2

arcsin ,

(1 );

x t

y t

=


= −

 

Варіант 8 

1. 3
5 1y ctg x= +  

2. ( ) 3tg xy y x= −  

3. 
5 cos 2 ,

5sin 2 ;

x t t

y t

=


=
 

Варіант 9 

1. 2 3
(1 )cosy x x= +  

2. sin(2 )x y xy+ =  

3. 
4

3

sin ,

5 ;
t

x t

y

 =


=

 

Варіант 10 

1. 
2

2

(4 )

x
y

x
=

−
 

2. y x
x xy e+ =  

3. 
3 2

2 ,

.

x ctg t

y t

=


=

 

Варіант 11 

1. 2
cos(2 1 )y x x= + +  

2. ( ) 5ctg xy y x= −  

3. 
4

5 cos 4 ,

5sin 2 ;

x t

y t

 =


=

 

Варіант 12 

1. 2
3ln s 3y x in x=   

2. 35 2sinxy xy=  

3. 
sin ,

4 cos ;

t
x e tgt

y t

 =


=

 

Варіант 13 

1. x
y e=  

2. 3 3
3x y x y= −  

3. 
2

,
t

t

x e

y t e

 =


=

 

Варіант 14 

1. 2
1 arcsiny x x= −  

2. sin(4 ) 6x y y x+ = −  

3. 
5

5 ,

5 ;

x t

y tctgt

 =


=
 

Варіант 15 

1. 
2

1

arcsin

x
y

x

−
=  

2. ( 4 ) 4tg x y xy+ =  

3. 
2

2 ,

cos 2 ;

t

t

x e

y e t

 =


=

 

Варіант 16 

1. 3
5 cos3y x x=  

2. 5ctgx xy y+ =  

3. 
2
,

3sin 5 .

x arctgt

y x

 =


=
 

Варіант 17 

1. 
2

1
5

x
y

+
=  

2. 4
ln(4 ) 2xy y x= −  

3. 
3

2 cos ,

2sin ;

x t

y t

 =


=

 

Варіант 18 

1. cos siny x x= −  

2. 3 5 2 sinx y xy+ =  

3. 
2

4
cos 2 ;

t
x e

y t

 =


=

 

Варіант 19 

1. 2
ln 2y x tg x=   

2. 2 3
3 2 5x xy y x− =  

3. 
2

5arcsin 3 ,

(1 9 );

x t

y t

=


= −

 

Варіант 20 

1. 
3

1
5

x
y

+
=  

2. 22
( )

x
tg y x

y
= −  

3. 
2

3 cos ,

3sin 2 ;

x t t

y t

 =


=
 

 

 

Індивідуальне завдання 7 

Вичислить границі функцій за правилом Лопиталя, за допомогою формул 

36 - 39: 

Варіант 1 

1. 
3 2

3 21

3 2
lim

4 3x

x x

x x→

− +

− +
 

2. 
1

1 1
lim

1 lnx x x→

 
− 

− 
 

3. 
0

1
lim( )

tgx

x x→
 

Варіант 2 

1. 
0

ln cos
lim
x

x

x→
 

2. 
0

lim
tgx x

x

e e

tgx x→

−

−
 

3. 
1

0
lim( )

x x

x
e x

→
+  

Варіант 3 

1. 
1

ln( 1)
lim
x

x

ctg x→

−
 

2. 
0

ln sin 2
lim

ln sinx

x

x→
 

3. sin

0

2
lim( )

x

x x→
 

Варіант 4 

1. 
20

1
lim

x

x

e x

x

−

→

+ −
 

2. 2cos

2

lim( )
x

x

tgx


→

 

3. 
2

0
lim(5 )

x x

x
x

→
+  
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Варіант 5 

1. 
4 2

3 2

3 2
lim

2 4 3x

x x

x x→

− +

+ +
 

2. 
0

1 1
lim

sinx x x→

 
− 

 
 

3. 
sin 2

0

1
lim

x

x x→

 
 
 

 

Варіант 6 

1. 
0

ln cos
lim

2sinx

x

x→
 

2. 
0

lim
sin 2

x

x

cosx e

x x→

−

−
 

3. 

1

0

1
lim

1

x

x

x

x→

− 
 

+ 
 

Варіант 7 

1. 
0

ln(1 )
lim

1x

x

arcctg
x

→

+

 
 
 

 

2. 
0

sin 2
lim
x

x

tgx→
 

3. 
sin

0

2
lim

x

x

x

x→

+ 
 
 

 

Варіант 8 

1. 
20

sin 1
lim

3

x

x

e x

x

−

→

+ −
 

2. c
lim(sin )

tgx

x
x

→

 

3. 

2

0

5
lim

2

x

x

x

x→

+ 
 

− 
 

Варіант 9 

1. 
3 2

5 2

4 3 2
lim

4 3x

x x

x x→

+ +

+ −
 

2.
21

1 1
lim

ln1x xx→

 
− 

− 
 

3. 
5

30

1
lim

tg x

x x→

 
 
 

 

Варіант 10 

1. 
20

ln cos
lim
x

x

x x→ +
 

2. 
0

4 4
lim

sin 3

tgx x

x x x→

−

−
 

3. 
1

2

0
lim(5 )

x x

x
x

→
+  

Варіант 11 

1. 
1

lim ln ln( 1)
x

x x
→

 −  

2. 
1

lim(2 1)x

x
x

→
−   

3. ( )
2

0
lim cos

ctgx

x
x

→
 

Варіант 12 

1. 
ln

1

2
lim

1

x

x

x

x→

−

−
 

2. 
2

3
lim

5x

tg x

tg x
→

 

3. 1

1
lim( 1)

x

x
x

−

→
−  

Варіант 13 

1. 
4 3

4 2

5 3 2
lim

2 4 7x

x x x

x x→

− +

+ +
 

2. lim( )
2x

x
x tg




→
−   

3. 
1

1

1
lim x

x
x −

→
 

Варіант 14 

1. 
30

arcsin 3
lim

1
xx

x

e→ −
 

2. 
0

lim
sinx

tgx x

x x→

−

−
 

3. ( )
0

lim 1 sin 2
ctgx

x
x

→
−  

Варіант 15 

1. 
0

1 cos 5
lim

2x

x

tg x→

−
 

2. 
ln

1

2
lim

1

x

x

x

x→

−

−
 

3. 

1

0

2
lim

2

x

x

x

x→

+ 
 

− 
 

Варіант 16 

1. 
20

sin 1
lim

3

x

x

e x

x

−

→

+ −
 

2. c
lim(sin )

tgx

x
x

→

 

3. 
0

1
lim

tgx

x x→

 
 
 

 

Варіант 17 

1. ( )
1

0
lim ln( ) x

x
x e

→
+  

2. 
0

3 2
lim

5 4x

tg x x

tg x x→

−

+
 

3. 
4

lim cos

x

x x→

 
 
 

 

Варіант 18 

1. 
2

0

1
lim

x

x

e

tgx→

−
 

2. 
20

1 cos 7
lim

2x

x

tg x→

−
 

3. ( )
2

0
lim cos

ctgx

x
x

→
 

Варіант 19 

1. 
5 3

4 2

5 3 2
lim

5 3 9x

x x x

x x x→

− +

+ +
 

2. 
31

ln
lim

1x

x

x→ −
 

3. ( )
sin

0
lim 2

x

x
ctg x

→
 

Варіант 20 

1. 
0

arcsin 3
lim

4x

x

tg x→
 

2. 
0

lim ln
x

x x
→

 

3. ( )
ln

1
lim 1

x

x
x

→
−  

 

 

Індивідуальне завдання 8 

 

 Знайти проміжки зростання та спадання функцій, а також їхні 

екстремуми: 

Варіант 1  
4 2

0,5 4y x x= −  

Варіант 2  

2
1

x
y

x
=

+
 

Варіант 3  

2

3

4 4

x
y

x x
=

+ +
 

Варіант 4  
1

( 1)( 4)
y

x x
=

− −
 

Варіант 5  
2x x

y e e
− −

= −  

Варіант 6  

2

5

4

x
y

x
=

−
 

Варіант 7  

2

4 2

1

x
y

x

−
=

−
 

Варіант 8  

2

1

( 1)

x
y

x

+
=

−
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Варіант 9  

2

2

1
y x

x
= +  

Варіант 10  

2 1
3y x

x
= −  

Варіант 11  
2

3

4

2

x
y

x

−
=  

Варіант 12  
2

( 2)

x
y

x
=

−
 

Варіант 13  
2

3
4

x
y

x
=

−
 

Варіант 14  
2

y x
x

= −  

Варіант 15  

2

2

1

x
y

x
=

+
 

Варіант 16  

3y x x= + −  

Варіант 17  
3

2

1x
y

x

+
=  

Варіант 18  

1

x
y

x
=

−
 

Варіант 19  
2

1

x
y

x
=

−
 

Варіант 20  
3

2
4

x
y

x
=

−
 

 

Індивідуальне завдання 9 

 

Знайти найбільше та найменше значення функції на вказаному проміжку: 

Варіант 1  
5 4 3

6 15 10 2,

[0;3]

y x x x

x

= − + +


 

Варіант 2  
2sin cos 2 ,

[0; ]
2

y x x

x


= +


 

Варіант 3  
2 ,

[ ; ]
6 3

y tgx ctg x

x
 

= +


 

Варіант 4  
2

2 ln ,

[1; ]

y x x

x e

= −


 

Варіант 5  

4

8
,

[1;3]

y x
x

x

= +



 

Варіант 6  
2

ln( 3 4)

[0;3]

y x x

x

= − +


 

Варіант 7 

( 1) ,

[0;3]

x
y x e

x

−
= − 


 

 

Варіант 8  
5

4

8,

[ 3;1]

x
y

x

x

−
=

 −

 

Варіант 9  
4 3

3 16 2,

[ 3;1]

y x x

x

= − +

 −
 

Варіант 10 
3
,

[ 2; 2]

y x x

x

= −

 −
 

Варіант 11  

( 1) ,

[0;3]

x
y x e

x

−
= − 


 

Варіант 12  
3 2

( 1)

[ 1;3]

y x x

x

= +

 −
 

Варіант 13  
1 ln

,

1
[ ; ]

x
y

x

x e
e

+
=



 

Варіант 14  
ln

,

[1; ]

x
y

x

x e

=



 

Варіант 15  

2

3
,

1

[0;3]

x
y

x

x

=
+



 

Варіант 16  

2

ln

1
[ ;1]

y x x

x
e

=


 

Варіант 17  
3 1

,

[ 4;0]

x
y x e

x

+
=  

 −
 

Варіант 18  
2

ln( 3 4)

[0;3]

y x x

x

= − +


 

Варіант 19  
2

2 2
,

1

[1.5;3]

x x
y

x

x

− +
=

−



 

Варіант 20  
2

6
,

[ 3;3]

x x
y e

x

−
=

 −
 

 

Індивідуальне завдання 10 

Зробити повне дослідження функції та побудувати її графік:  

 Варіант 1 

а) ( ) 4 21 3
2

4 2
f x x x= − + ;   

б) ( )
2

1

x
f x

x
=

−
. 

Варіант 2 

а) ( ) 4 2
6 5f x x x= − + ;      

 б) ( )
( )

( )
2

2 3

2

x
f x

x

−
=

−

. 
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Варіант 3 

а) ( ) ( )31
12

8
f x x x= − ;     

  б) ( )
( )

2

2

1x
f x

x

−
= . 

Варіант 4 

а) ( ) 3
3 2f x x x= − + ;      

 б) ( )
( )

( )
2

4 1

1

x
f x

x

−
=

+
. 

Варіант 5 

а) ( ) 3 2
2 3 1f x x x= + − ;      

б) ( )
2

1x
f x

x

+
= . 

Варіант 6 

а) ( ) ( )4 31
4

9
f x x x= − ;       

б) ( )
2

1

1

x
f x

x

+ 
=  

− 
. 

Варіант 7 

а) ( ) 2 4
3 2f x x x= + − ;       

б) ( )
( )

3

2
1

x
f x

x
=

−
. 

Варіант 8 

а) ( ) 2 31

3
f x x x= + ;       

б) ( )
2

8

1

x
f x

x

−
=

+
. 

Варіант 9 

а) ( ) 5 33 5

16 4
f x x x= − ;      

 б) ( )
2

2 18

2

x
f x

x

−
=

+
. 

Варіант 10 

а) ( ) 3 2
3f x x x= − ;       

б) ( )
2

2 3x x
f x

x

+ −
= . 

 

Варіант 11 

а) ( ) 4 3
3 4 1f x x x= − + ;       

б) ( )
( )

3

2
1

x
f x

x
=

+
. 

Варіант 12 

а) ( ) 4 3
4f x x x= − ;       

б) ( )
2

2 1

1

x x
f x

x

+ +
=

+
.   

Варіант 13 

а) ( ) ( )4 31
4

9
f x x x= − + ;       

б) ( )
2

4

2 2
f x

x x
=

+ −
. 

Варіант 14 

а) ( ) 3 2
2 3f x x x= + ;       

б) ( )
2

2

2 16x
f x

x

+
= . 

Варіант 15 

а) ( ) 2 4
4 2f x x x= − ;       

б) ( )
3

1x
f x

x

+
= . 

Варіант 16 

а) ( ) 2 3
3 2 1f x x x= − − ;      

б) ( )
( )

2
3

2

x
f x

x

−
= . 

Варіант 17 

а) ( ) 2 4
3 2f x x x= + − ;       

б) ( )
2

2
1

x
f x

x
=

−
. 

Варіант 18 

а) ( ) ( )
2

21
4

6
f x x= − − ;       

б) ( )
( )

( )
2

4 3

2

x
f x

x

−
=

−
. 
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Варіант 19 

а) ( ) 3 2
2 3 1f x x x= + − ;       

б) ( )
( )

2

2

1x
f x

x

+
= . 

Варіант 20 

а) ( ) ( )4 31
4

9
f x x x= − ;       

б) ( )
2

3 3x x
f x

x

− +
= . 
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